- \ zu An A _ < n E EEE B5 2 u ß 
a BE TE DE a Die TEE ER ET a TE 


EEE Ba N a RETTEN 


ZEITSCHRIFT FÜR ANGEWANDTE 


MATHEMATIK UND MECHANIK 
IN GEN Mn mn nnd FORSCHUNGSARBEITEN 


HERAUSGEGEBEN VON PROFESSOR R. von MISES, BERLIN 


Unter Mitwirkung von 1 FÖPPL-Medihen. G HAMEL- » R MOLLIER- 


Dresden, L. PRANDTL-Göftingen, H. REISSNER-Charlotienburg und R. RÜDENBERG- 












































: Band 5 :: & | FF Heft 5 . 
Oktober 1925 E- Seite 361 bis 448 








INH a: 5 #4 


HAUPTAUFSÄTZE: ienbeoneeseeene: 
RÜDENBERG, Die Ausbreitung der Erdströme in 
der Umgebung von Wechselsiromleitungen 7 VOGEL, 
Zur Deformation der Dampfkessel bei hohem Druck 
+ MÜLLER, Die Ermittlung von Aufiriebsinvarianten 
vorgegebener Profile REINER, Über die Torsion 
und der Sprengstoß gegen den frei aufliegenden 


























| 
EEE EEE EURE en 


EEE EEE DALE EEE TER UT Ele we 4 
en, ge, - er. 2 = it —— N An zn ; a nun N ARZ Ya ‘ BEA: RENTE . Drang: zn Sin: , 
._ u . r A { | R ni y a 21:17 347: $ x £ . 5 


ee @ ‚B.H, BERLIN SW 19 








Sept./Okt. Heft 5. Zeitschrift für angewandte Mathematik und Mechanik Band 5/1925 


—Pantographen 
| Eee > gig 
lügel 
Ba 
sind Qualifäfsmäarken 


A.OTT, KEMPTEN BAYERN) 





Schacht & Westerich 


NEUERER I annlbunrg; 1 


Technischer Zeichenbedarf und Dapiere Pap iere 
FR BE SAT A a RS 


Rechenschieber aller Systeme, auch solche für beson- 
dere Berufe . Präzisions-Neusilber-Reißzeuge - Präzi- 
sıions-Feinmeß- und FIBCHENDETGERINRETERAENDERE 


N Kreisrechenschieber Nr. 8406 
D.R.P. 


Präzisions-Skalen in en 


Skalen für Quadrate, Kuben, log, | 
N Bequem für die Tarces 24 


| % 
Paustinktur „Klementine“ 


R.P. 


D. 
Jedes Papier wird durch einfaches Einreiben durchsichtig. 


> %£ 
DE £ 
DS n Inn Ar 
Unentbehrlich zur von Lichtpausen > A ZS 
von jeder beliebigen ET 


27) 
% LTR won 


aid AUT y 
NINA, 


Man verlange kostenlos Werbeschrift und Angebot 


Ri z LER Präzisions- Reißzeuge 


Orlginal-Rundsystem 


Präzisions-Uhren 
Nickelstahl-Pendel 


tiemens Riefler, Nesseilwang und München 


Fabrik mathematischer Instrumente 














ZEITSCHRIFT FÜR ANGEWANDTE 
MATHEMATIK UND MECHANIK 


INGENIEURWISSENSCHAFTLICHE FORSCHUNGSARBEITEN 








Band 5 Oktober 1925 Heft 5 
Inhalt: 
Seite Seite 
Hauptaufsätze R.Rüdenberg: Die Ausbrei- Kleine Mitteilungen. Topolansky: Der 
tung der Erdströme in der Umgebung von charakteristische Wert aus zu bestimmten 
Wechselstromleitungen . DE ee Zeiten beobachteten Werten. . » 2 2.2... 41 

R. Vogel: Zur Deformation der Dampfkessel bei Buchbespreehungen. Runge und Könige: 
haha DEUCK . + :» “a. 0 rn nn una Vorlesungen über numerisches Rechnen. - 

W.Müller: Die Ermittlung von Auftriebsinva Auerbach: Die Methoden der theoretischen 
rianten vorgegebener Profile . . 2 2 2.2..99 Physik. — Schubert: Mathematische Mube- 

M. Reiner: Ueber die Torsion prisinatischer stunden. — Schocklitsch: Graphische Hy 
Stäbe «durch Kräfte, die auf den Mantel ein- draulik. — Schrutka: Elemente der höheren 
wirken ER En Tr a La Era Mathematik. — Mehmke: Leitfaden zum gra 

FE. Krackau: Ueber die Prüfung und Eichung phischen Rechnen . . 2» 2.2... 0... 42 
von Gleiswaagen een Ausbildung und Unterricht. Lorenz: leit- 

k. Flierl: Der feste Stoß und der Sprengstoß sätze für die mathematische Ausbildung «der 
gegen den frei aufliegenden Balken . . » . 426 Ingenieure auf technischen Hochschulen . . 41 

hurze Auszüge. Mathematische Statistik. - . 437 BERHEIEREER F, 5. 2 0 8 2 0 ee 55 





HAUPTAUFSÄTZE 


Die Ausbreitung der Erdströme in der Umgebung 


von Wechselstromleitungen. 
Von REINHOLD RÜDENBERG in Berlin. 


1. Die Differentialgleichung der Erdströme und ihre Lösung. Der Erdboden 
wird seit langen Zeiten bei elektrischen Stark- und Schwachstromanlagen als Rtückleitung') 
anstelle eines Leitungsdrahtes benutzt. Die Ausbreitung des Stromes in der Erde ist für 
Gleichstrom wohlbekannt‘). Er tritt an den Erdelektroden in den räumlich ausgedehnten 
Erdkörper ein und muß hier den durch konzentrierten Stromverlauf bedingten Aus: 
breitungswiderstand der Elektroden überwinden. Zwischen den beiden Elektroden 
dehnt er sich auf so große Bereiche in die Breite und Tiefe aus, daß diese Zone keinen 
merklichen Beitrag zum Widerstande liefert. Ein erhebliches Spannungsfeld ist daher bei 
Gleichstrom nur in der direkten Umgebung der Erdelektroden vorhanden; nur hier können 
Störungen oder Gefährdungen durch übertretenden Strom auf Lebewesen oder auf 
Nachbarleitungen entstehen. 

Beim Uebertritt von Wechselstrom in die Erde bleiben die Ausbreitungsverhältnisse 
in der nahen Umgebung der Erdelektroden fast die gleichen, weil die Ohmsche Spannung 
hier wegen des großen spezifischen Erdwiderstandes eine überwiegende ltolle spielt. In 
der räumlichen Zone zwischen den Elektroden jedoch tritt bei Wechselstrom auch eine 
Selbstinduktionsspannung in Erscheinung, die hier sogar vorherrschend werden kann. 
Wäre der Ohmsche Erdwiderstand sehr klein, go würde sich der Stromverlauf nur nach 
der Selbstinduktion richten und sich derart einstellen, daß diese ein Minimum wird. Die 
Stromfäden würden sich dann ganz an die Erdoberfläche drängen, so daß die Stromschleife, 
gebildet aus Hinleitung durch den Draht und Riückleitung durch die Erde, ein möglichst 
kleines Magnetfeld umschlösse. Nun ist aber der spezifische Erdwiderstand so erheblich, 

I, Steinheil, Comptes rendues, 10. September 1838. 

*») G. Kirchhoff, Vorlesungen über mathematische Physik. Leipzig 1591, Bd. III, S. 125. 
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daß sich bei den niedrigen Frequenzen der Starkstromtechnik und auch bei den Tonfre- 
(uenzen der Fernmeldetechnilk das Bestreben der Stromfäden, möglichst nahe an die Erd- 
oberfläche zu kommen, nur zum Teil auswirken kann. 

Die genauere Verteilung der Stromdichte im Erdboden wollen wir durch Rechnung 
ermitteln ',. Wir betrachten dabei Bezirke, die in einiger Entfernung von den Erdelektroden 
liegen, so daß wir die Aufgabe zweidimensional anfassen können. Unsere Lösung gilt 
dann längs der ganzen Leitung mit Ausnahme einer gewissen Zone um die Uebertiritts- 
stellen des Stromes in die Erde, an denen sich die Ausbreitung nach den bekannten 
Grleichstromregeln richtet. Wellenausbreitung längs der Leitung wollen wir hier nicht 
in Rechnung stellen. In Abb. I sind die beiden üblichen Fernleitungsarten für Wechsel- 
ströme dargestellt; Abb. 1a zeigt eine Oberleitung im Luftraum über der Erde, Abb. ıb 
eine Kabelleitung dicht unter der Oberfläche der Erde. Der Abstand von Leiter und Erde 
sei in beiden Fällen mit A bezeichnet. Gesucht ist der Verlauf der hückströme im Erd- 
boden in der Umgebung der Hinleitung. 

Um möglichst einfache Rech- 

nungen für alle vorkommenden 

Fälle zu erhalten, wollen wir die 

(Juerscehnittsbilder der Abb. 1a und 

Ib durch das der Abb. 2 ersetzen. 

Oberleitung Der Strom +J in der Leitung 





} 
| möge also im Mittelpunkt einer 
N 2. . rn . 
Erde halbkreisförmigen T'almulde fließen, 
Y ’ C che Ä VE EEDI —-IEIITS — * [} . . 
TE ETC TE ETSTTEGELTWEZERDRNE TE die den Radius A besitzt. Wir 
KON Kabei 
.n- U 
4 
tt 
\bb. la und 1b. Larze der stromführenden Leitungen \bb. ?. Stromverlauf inmitten 
an der Erdobertläche. einer Talmulde. 


werden sehen, daß dieses Ersatzbild den tatsächlich vorkommenden Fällen mit aus 
reichender Genauigkeit entspricht. Zur Aufstellung der Differentialgleichung für den 
Stromverlauf in der Eirde sind in Abb. 3 zwei magnetische Kraftlinien besonders heraus- 
Sie würden genau konzentiisch um die Hinleitung verlaufen, wenn die Erde 
sich nach oben und unten um die Leitung 
herum erstreckte. Da sie aber nur einen 
Halbraum bildet und daher die Erdströme 
auch nur im unteren Halbraum fließen, so 
verlaufen die Kraftlinien nur angenähert in 
konzentrischen Kreisen. Die Abweichung 
liegt jedoch in der Größe unserer sonstigen 
Näherungsannahmen. 


Wir wenden das Magnetisierungs- 
eesetz 


eehoben. 





HH) A . N PBds=Ari A 
1 2 —- 4 a0 . 
i ;‚? B+7B auf den in Abb. 3 zur Hälfte schraffierten 
Kreisring an. Nennen wir die Stromdichte 
\bb. 3. Magnetische und elektrische Felde: in der Erde i, die magnetische Kraftlinien- 
in der Erde, dichte ”, wobei wir die Permeabilität für 


Luft und Erde zu 1 annehmen, und den 
Abstand vom Hinleiter o, so erhalten wir 


3 / x \ r Y . ‘ 
2 rl +do) B+aAaB)— 270 d=4nr-.i70:.deoe ....L). 
\chnliche Aufzaben behandeln: J. J. Thomson, Recent researches in electrieity and mag- 
netism. Oxford 1895, S. 262, O0. Oldenberg, Archiv f. Elektroteehn. Bd. 9, 1920, S. 290. 
F., Breisig, Telerraphen- und Fernsprechtechnik 1925, S. 953. und Theoretische Telegraphie. 2. Aufl.. 


Braunschweie 1924. NS. 519. 
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Das ergibt als Diiierentialbeziehung 
| (| \ r 
RL. 2 Gr : ;° 


o0%o0 
\ N 


Ferner wenden wir das elektrische Induktionsgesetz 


e - d D / 
dEas- rer ee arte 
R at 
auf einen Längsstreifen der Abb. 3 von der Länge / an. Bezeichnet & die elektrische 
Feldstärke, so erhalten wir ” ’ a®B 
(&E+aG) —- 16 =ldo ne a a 
At 
Daraus folgt als Zusammenhang zwischen magnetischer und elektrischer Feldstärke 
AuC; ae) 
_— z (6b 
oo et 
Schließlich gilt für jeden Punkt der Erde das Ohmsche Gesetz 
Er (7) 


das Spannung und Strom mit dem spezifischen Widerstand s des Erdbodens 
verknüpft. Nach zahlreichen Messungen ist derselbe für feuchten Erdboden 


2 
s — (0,5 bis 1 bis 10) - 10"? ——_ oder 10° Q cm. 
sec 
Er ist zwar in Wirklichkeit nicht immer homogen verteilt, jedoch wollen wir seine lokalen 
Aenderungen in Gebieten kleinerer Ausdehnung vernachlässigen und im Sinne unserer 
Näherungsannahmen nur mit dem Mittelwert rechnen. Für Seewasser ist der Widerstand 
etwa s—= 10!! cm?/sec. 

Eliminiert man aus Gleichung (3), (6) und (7) die magnetische und elektrische 
Feldstärke, so erhält man als Differentialgleichung für den Verlauf der Strom- 
dichte in der Erde 1 3 Hi Irdt 

(@ ) —— . . . . . . . . . (s). 


o0o\“ do s ot 
Diese Gleichung unterscheidet sich von der gewöhnlich aus den Maxwellschen Gleichungen 
hergeleiteten Beziehung dadurch, daß auf der rechten Seite statt des Faktors 4z nur ? 7 
steht. Das entspricht der Tatsache, daß nach Abb. 3 nur im Erdhalbraum unter der 
Oberfläche Ströme zirkulieren, die auf das Magnetfeld wirken, während im Lufthalbraum 
keine Ströme bestehen. Für eine strenge Lösung müßte man daher eigentlich zwei ge- 
trennte Differentialgleichungen nach Art von Gleichung (8) ansetzen, mit je einer rechten 
Seite, die für den Luftraum Null und für den Erdraum doppelt so groß ist wie hier, und 
die durch die Grenrzbedingung an der Trennfläche verknüpft sind. Man würde dann im 
Gegensatz zu Abb. 3 auch schwache radiale Kraftlinienkomponenten erhalten, die eine 
Deformation der kreisiörmigen Kraitlinien bewirken. Speziell an der Erdoberfläche, die 
die beiden Halbräume trennt, und für die wir uns natürlich besonders interessieren, würde 
jedoch der quantitative Verlauf der Stromdichte gegenüber Gleichung (5), die rechts den 
Mittelwert der beiden strengen Gleichungen enthält, nur unwesentlich geändert werden. 
Wenn der Wechselstrom J im Hinleiter zeitlich sinusförmig verläuft, so dürfen wir 
das gleiche auch für die Stromdichte an jedem Punkt des Erdinnern annehmen. Bezeichnet 


man mit //(o) eine Funktion des Abstandes, so können wir daher den Ansatz machen 
t=C0: Ho) ei. . 2.2.2. (9), 


wobei » die Kreisfrequenz des Stromes ist und C eine Konstante bedeutet. Setzen wir 
dies in Gleichung (8) ein, so erhalten wir für // die Beziehung 


1 0 OH \ (dd) 
(e \)+j2n EB eat 


oo (0 O0 8 
« . “ 


Dies ist eine bekannte Differentialgleichung, deren Lösung durch Besselsche Funk- 
tionen von der Ordnung Null dargestellt wird. Da die Stromdichte im Unendlichen 
jedenfalls verschwinden muß, so kommt als Lösung ') die komplexe Hankelsche Funktion 


/ D.. f 
EI 4 5% ac a A 
I) E. Jahnke und F. Emde: Funktionentafeln mit Formeln und Kurven. Leipzie und Berlin 
1909, S. 94. Diesem wertvollen Werk sind alle hier benutzten Rechenformeln entnommen. Da wir in 
Gl. (9) einen negativen Exponenten angesetzt haben, so werden wir auf die Funktionen N) geführt, 
für die Tafeln existieren. Den Index (1) lassen wir hier der Einfachheit halber fort. Am Schluß des 


Aufsatzes ist eine eroße Kurventafel für den Betrazr von Zn beigefügt. 
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ınit komplexem Argument in Betracht, wobei 


) / 
Kun 22” = 2a” u tt a8 Mall AR SEE Eee 


8 5 


eine reziproke Länge ist, die nur von der Frequenz f des Wechselstromes und dem 
spezifischen Widerstand s der Erde abhängt. Eine Vorstellung der Größe von 1% für 
die verschiedensten praktisch vorkommenden Frequenzen und Widerstände liefert die 
Zahlentafel 1: 
Zahlentafel 1. 
Werte von 1/z in Metern. 











Freuuenz f= I6* 3 50 150 500 5000 50000 500000 Pis 
em 
DeeWAässer s— 10! er 123 71 hl 22.4 Eu 2.24 0,71 m 
sec 
Feuchter Boden s= 1013 i : 1230 710 10 224 71 22.4 7.1m 
Trockener Boden s 04 » 3900 9940 1300 710 334 71 92.4 m 


"ür die Funktion 77, sind Zahlentafeln bekannt, so daß man mit ihr ähnlich ein- 
fach wie mit Sinus- und Cosinusfunktionen rechnen kann, vergl. Abb. 27. 

Wir bestimmen zunächst die Integrationskonstante C von Gleichung (9), und zwar 
aus der Bedingung, daß der totale Erdstrom gleich dem negativen Hinleitungsstrom mit 
der Amplitude J sein muß. Es ist also mit Bezug auf Abb. 3 


K Rn 


ıIzodo — mE wit lo H, () jxo)do ae Fi wi i j . (13). 


) h 
Nun gilt als Integrationsregel für die Besselschen Funktionen 


|eH,()de= x RT) WE  ; ©; 
wobei //, die Funktion erster Ördnung ist. Damit wird in Gleichung (13) 
Io : “ ] r, \ Fr 
lv H, | J 0 do — I -- H, (V; +0) | — _— ! IT, (V I; h) . . . (15) 
“ V; r | V; H 
und daher 
Vjx a 
Om ha En DE EEE 


thHı jxm 
und die Stromdichte in jedem Abstand o 


># HKHWljxo) R 
l _ V; ss 4 ei = MN; € ’ 4 w { . [} * * . * [2 * ( | Ä ). 
mh I ( j#h) 


Um die Zahlenreehnungen zu erleichtern, sind in Abb. 4 und 5 die Funktionen /7, 
und Y j 7, abhängie von x _ aufgetragen, und zwar sowohl in ihrer Größe wie mit ihrem 
Phasenwinkel. Man kann «danach die Stromdichte an jedem Punkt der Erde leicht be- 
rechnen. Z/, ist in Gleichung (17) ein konstanter Wert, der nur vom Erdabstand A ab- 
hängt. Da /7, mit zunehmendem Argument kleiner und kleiner wird, so nimmt auch die 
Stromdichte mit wachsender Entfernung von der Hinleitung in demselben Maße mehr 
und mehr ab. Die Erdströme breiten sich daher bei Wechselstrom nicht be- 
liebig in die Tiefe und Breite der Erde aus, sondern bleiben in der Nach- 
barschait der Hinleitung. | 

Bereits für 

»0—=41 
ist 7, so gering geworden, daß keine merkbare Stromdichte mehr vorhanden ist. Der 
Strom fließt daher in einer Erdzone in der Nähe der Leitung, deren Ausdehnung durch 
diesen Wert gegeben ist. Bei Wechselstrom von 50 P/s in feuchtem Boden gibt das mit 
dem speziellen Wert der Zahlentafel I 
e=4x=4:710 = 2840 m. 


% 


Allgemein kann man daher die etwa vierfachen Werte der Zahlentafel I als Ausdehnungs- 
bereich der Erdströme ansehen. 
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Abb. 4. Die Besselsche Funktion MV; 2.0), \bb. 5. Die Besselsche Funktion Y 5/7, (V j x»). 


Da H, nach Abb. 4 nicht nur seine Größe, sondern auch seine Phase mit 
wachsendem Argument ändert, so erkennt man außerdem, daß die Erdwechselströme 
keinen einheitlichen Phäasenwinkel gegenüber dem Leitungsstrom J be- 
sitzen, sondern ihn von Ort zu Ort ändern. Bereits unmittelbar unter der 
Leitung für o=h besitzen sie eine gewisse Nacheilung, die durch die Phasenwinkel 
von H, und H, nach Abb. 4 und 5 bestimmt sind, sowie durch den Ausdruck V; in 
Gleichung (17), der bekanntlich einen Phasenwinkel von 45° bedeutet. Nach außen 
hin pflanzen sich die Ströme wellenförmig über die Oberfläche und das 


Innere der Erde fort, die Wellenlänge wird durch die Drehung des Phasenwinkels 
um je 360° bestimmt. 


2. Das Erdfeld bei niedriger Frequenz. Für alle Frejuenzen der Starkstrom- 
technik einschließlich ihrer OÖberwellen und für alle Tonfrequenzen der Nachrichten- 
technik können wir Näherungswerte für die Besselschen Funktionen einführen. Sehen 


wir als äußerste Grenzwerte an: eine Leitungshöbe von Ah = 20 m, eine Fre4juenz von 
is | s £ „ cm? ’ 
f= 5000 P/s und sehr nassen Boden mit s = 0,5 - 10'° ‚so erhalten wir 
sec 
f e 5000 
sh—=2nhl [ —=2n:20:- 10° V == 0,4. 
8 0:96 101° 


Etwa bis zu diesem Wert gilt aber für die in Gleichung (16) und (17) vorkommende 


Funktion //, der Näherungsausdruck 
-— Z | j f 
IT, () 3x0 = Er ee a ee | \.) ° 


TA O 


daher wird mit o—=h die Integrationskonstante nach Gleichung (16) 


C=-— 


J 
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und damit die Stromdichte nach Gleichung (17) 


\ 


ie — —H (V jo) Jet a ren (MO). 

Die Integrationskonstante (€ wird also reell und unabhängig von dem Erdabstand A 
der Leitung. Dies kann a!s Beweis für die Zulässigkeit des Näherungsbildes Abb. 2 
erenüber den wirklichen Anordnungen nach Abb. 1 angesehen werden, denn die genaue 
l.age der Leitung relativ zur Erdoberfläche ist aus den Formeln nunmehr ganz heraus- 
gefallen. Wir können daher Gleichung (20) als universell bis zu Frequenzen 
von 5000 P/s ansehen, gleichgültig, ob die Hinleitung der Ströme in einer Talmulde 
nach Abb. 2 oder als ÖOberleitung nach Abb. 1a oder als Kabel nach Abb. 1b erfolgt. 


Unmittelbar unter der Hinleitung, also für o= h, ist die Stromdichte in der Erde 


am größten Für = 10 m und feuchten Boden ist bei 50-periodigem Wechselstrom 
»h— 0,014 und dafür 77, = 2,55. Nach Gleichung (19) und Zahlentafel I ist dabei der 


reziproke Wert von ( gerade gleich I km”. Infolgedessen ist die Stromdichte dort nach 
Gleichung (20) 

' A 

lo = — 2,85 J Pe: 5° 

km? 

Für jedes Ampere Leitungsstrom erhält man also knapp 3 Amp/km?’ Strom- 
diehte in der Erde unter der Leitung, die nach Abb. 4 einen Phasenwinkel von 
etwa 0° gegen die reelle Achse, also wegen des negativen Vorzeichens von Glei- 
chung (21) etwa 100° Nacheilung gegenüber dem Leitungsstrom besitzt. 

Nach außen zu wird die Stromdichte nach Gleichung (20) und Abb. 4 schnell ge- 
rineer. Wir wollen als Breite der Stromzone den bestimmten Wert z von o ansprechen, 
bei dem die Stromdichte nur etwa 1°, des Wertes unter der Leitung besitzt. Das 
liefert die Bedingungsgleichung 


I. / 

H,(V jx2) = BWäisah) . = +“ 3» - 

j 100 E 

Um diese transzendente Gleichung zu lösen, benutzen wir die asymptotischen 

Näherungswerte der Funktion Z/,. Für kleine Argumente, etwa bis 0 = 0,5, ist 
/7 \ 1 > 7 2 \ 
IH, V; auu)=, —) In a a © ° 

“ T 0 
wobei Y== 1,7811 


die Eulersche Konstante ist. Mit kleiner werdendem o nimmt dieser Wert logarithmisch 
zu, so daß das zweite Glied überwiegt. Z/, ist daher hier im wesentlichen imaginär, 
der Strom unter der Leitung ist fast reiner Blindstrom gegenüber dem Hinleitungsstrom. 


Für große Werte des ÄArguments, etwa von xo=1 an, ist 
Y 3: 3: 
H,(Vj»ro  —— N 2, e . ; A : (3}). 
Tx0 


I/, nimmt hier stärker als exponentiell ab, sein Phasenwinkel dreht sich kontinuierlich 
herum. Das entspricht der gestrichelten Geraden in Abb. 4, die die Nullachse unter 

1 — 67,5° schneidet. 

Setzen wir den absoluten Betrag von Gi. (23) und (24) in Gl. (22) ein und ver- 
nachlässigen dabei den geringfügigen Beitrag von '/s in Gl. (23), so entsteht nach 
L.ogarithmierung die Beziehung 

Y l 7ı ; u > = i 
+ -In|_- # In 100 — In ( In ur > A 
| » 2 3 I yah 
Da der Erdabstand A hier unter dem zweifachen Logarithmus steht, so ist seine wirkliche 
Größe wenig ausschlaggebend für den Wert von #2. Man erhält daher durch Iteration 
für die üblichen Leitungshöhen 
x2 DEN. a ee N: ee EEE 
und daraus findet man mit Gl. (12) die einseitige Breite der Stromzone unter der 
leitung zu 
3.90 N 
A — 0.62 | 2 R i a > A e i 2 (27 ). 


Das gibt bei feuchtem Boden für verschiedene Frequenzen die Ausbreitungszonen der 
Zahlentafel II 
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Zahlentafel II 
Ausbreitungszone der Erdströme in feuchtem Boden. 





= 16 "/3 50 150 500 5000  P/s 





1,5 2,75 1,6 0.87 0.25 km 


n 
I 


Der Rückstrom in der Erde breitet sich daher bei Starkströmen auf den 
Bereich einiger Kilometer, bei Sprechströmen auf den Bereich einiger 100 m 
seitlich und in die Tieie aus. 

Wenn die Hinleitung des Stromes nicht in gerader Linie, sondern unregelmäßig 
eekrümmt verläuft, beispielsweise nach Abb. 6, so verlaufen die Rückströme nicht etwa 
auf dem kürzesten Wege zwischen den Erdelektroden, sondern sie folgen in ihrem ganzen 
Verlaufe stets dem Leitungszuge. Sie werden durch die elektromagnetische Verkettung 
mit den Leitungsströmen stets zur Leitungsbahn hin gedrängt und können sich von ihr 
nicht weiter entfernen, als es durch Gl. (27) und Zahlentafel II angegeben wird. Selbst 
wenn die Leitung in einer richtigen Schleife verläuft, etwa nach Abb. 7, folgt das 
Bündel der Erdströme auch diesem Leitungszuge und fehlt nicht etwa unter der Schleife. 
Denn der Strom im Leitungsdraht erzeugt durch sein Magnetfeld innerhalb der Erde 
notwendigerweise Ströme, die man in diesem Falle nach Belieben als Rückstrombündel 
re oder als Wirbelstrombindel auffassen 
DN Ä kann. Dieses Ergebnis ist für weit ver- 

“ zweigte Ilochspannungsleitungen von er- 
heblicher Bedeutung, denn es zeigt, daß 
deren Erdströme sich nicht quer 
durch das Gelände ausbreiten und 








\bb. 6. Verlauf der Erdströme oO \bb. 7. Erdströme unter einer Leitunes- 
unter dem Leitunzszuge schleife. 


es auf weite Strecken verseuchen können, sondern daß sie stets dem Jliei- 
tungszuge folgen und alle seine Umwege mitmachen. 

_ Trotz der außerordentlich geringen Stromdichte der Rückströme ist die Spannung 
in der Erde wegen ihres hohen spezifischen Widerstandes recht beträchtlich. Sie ist pro 
L,ängeneirheit durch Gl. (7) gegeben und beträgt daher über die Länge / 

e—slı . . ; . e > ‚ r A j R (28), 


Setzt man die Stromdichte nach Gl. (20) und darin #° nach Gl. (12) ein, so fällt der 
spezifische Widerstand heraus, und es wird 


. Kim; \ 
e=—- lIoJ:aH,(V jxo): RL D Ir er AEEEN 


1 


wenden und erhält als Amplitude der Wechselspannung, die dort in der Erdoberfläche 
herrscht, 


Direkt unter der Hinleitung, also für o =, darf man die Näherungsformel (23) ver- 


7T ’ 2 
E=—1oJ( — 12 ee 
> yah 
Diese Spannung ist mit dem Fließen des Gesamtstromes —J in der Erde zwangläulig 
verknüpft und muß von der Wechselstromquelle aufgebracht werden. Sie stellt daher 
den Spannungsabfall des Wechselstromes in der Erde längs der Leitungsstrecke / dar, 
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Der Ausdruck (30) hat nun den gleichen Aufbau wie die Spannung an einem Strom- 
kreise, der Widerstand und Selbstinduktion enthält, nämlich 

E = (R— jo L)J er (31). 
Durch Vergleich erhalten wir daher den wirksamen ÖOhmschen Widerstand der 
Erdströme zu 


R > oal= 7° fi r ; ; ; A : , , (32) 


+) 


und ihre Selbstinduktion zu 


L=21 In ( —)=211(”- Y-) are 
Yan ı 


Um sie im praktischen Maßsystem zu erhalten, muß man beiden Werten noch den 
Faktor 10 hinzufügen. 

Es zeigt sich also, daß Wechselstrom bei seiner Riückleitung durch die Erde 
keineswegs, wie Gleichstrom, nur den Ausbreitungswiderstand der Elektroden zu über- 
winden hat, sondern daß noch ein Widerstandsbetrag nach Gl. (32) hinzu- 
kommt, der von der Leitungslänge abhängt und außerdem proportional 
seiner Frequenz ist. Dies rührt daher, dal die Wechselstromlinien sich in der Erde 
nicht beliebig weit ausbreiten können, sondern in einem engen Bündel unter der Hin- 
leitung zurückfließen. Das Bündel ist um so dichter, je höher die Frequenz ist, und daher 
kommt es, daß der wirksame Widerstand mit steigender Frequenz wächst. 


Zahlentafel III. 
Widerstand der Erdrückleitung. 








/ 16 - q »0 150 500 000 Pie 
R= 0.017 0,05 0.15 0.5 5 &/km 
d= 36.5 21.4 12 4 6.5 2.3 mm 


In Zahlentafel III ist der Widerstand der Erdrückleitung in !2/km für verschiedene 
Freqjuenzen ausgerechnet, und gleichzeitig ist der Durchmesser d eines Kupferdrahtes 
angegeben, der den gleichen Widerstand besitzt. Für Starkströme von 50 Ps er- 
setzt also die Erde einen Rückleitungsdraht von reichlich 20 mm Durch- 
messer, für Sprechströme von 500 Ps einen solchen von knapp 7 mm 
Durchmesser. Bemerkenswert ist, daß der Erdwiderstand lediglich von der Frequenz 
abhängt und gar nicht vom spezifischen Widerstand des Erdreichs oder sonstigen Einzel- 
heiten der Stromführung. Hoher spezifischer Widerstand verursacht lediglich eine größere 
()aerschnittsfläche der Rückströme, wodurch sein Einfluß wieder aufgehoben wird. 

Außerdem besitzen die Erdströme eine beträchtliche Selbstinduktion nach 
Gl. (533), die vom Erdabstand der Hinleitung sowie vom spezifischen Erd- 
widerstand und der Frequenz abhängt. Da aber alle diese Größen unter dem 
Logarithmus stehen, so ist ihr Einfluß nicht sehr groß. Beil=1km, f=50P/s und 
h I0 m Leitungshöhe erhält man 

I; 2-10’ In (7: % —)- 10° == 0,88 Be. 
10” 30 km 
Das ist etwa halb so viel, wie die Selbstinduktion derartiger Leitungen durch Luft- 
kraftlinien über der Erde beträgt und kommt als Zuschlag zu dieser noch hinzu. Mit 
wachsender Frequenz nimmt die Erdselbstinduktion wegen der größeren Stromkonzentration 
mehr und mehr ab. 
3. Fernwirkung auf Nachbarleitungen. 


eJ Führt man entsprechend Abb. 8 in der Nähe 
| 2. einer Starkstromleitung mit dem Strom J eine 
N ip Nachbarleitung von der Länge / und erdet sie an 
m en a den beiden Enden, so greift man dadurch eine 


Spannung nach Gleichung (29) von der Erde ab, 
die nunmehr einen Strom in der Nachbarleitung 
ah m Mikassiree Snaie Mini en. entwickeln kann. Diese übertragene Spannung 

schwachstromleitungen. ruft erhebliche Störungen in solchen Schwachstrom 
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leitungen hervor, die im Ausbreitungsbereich der Erdströme von Starkstromleitungen geführt 
sind. Die Spannung entsteht hiernach durch Widerstandsabzweigung aus dem 
Erdstromfeld. 

Man kann sie aber ebensogut auch als Spannung der gegenseitigen Induktion 
auffassen, die durch die Kraftlinien der gemeinsamen Leitungs- und Erdströme nach Abb. 1 
oder 3 entwickelt wird. Beide Auffassungen führen zum gleichen Ziel, da die Ausbreitung 
der Erdströme ja durch die Verknüpfung des Induktionsgesetzes nach Gleichung (6) und des 
Ohmschen Gesetzes nach Gleichung (7) bedingt ist. Will man mit einem Koeifizienten 
der gegenseitigen Induktion m rechnen, so kann man die sekundäre Spannung schreiben 


Kr = -vwmlJ . ur ' er er i u t) 
und erhält nach Gl. (29) für den Wechselinduktionskoeffizient den Ausdruck 


null: :» . > 2 5 rs GB 

Da nun Ho, nach Abb. 4 und nach den Näherungsformeln (23) und (24) nicht nur eine 
bestimmte Größe, sondern auch einen erheblichen und stark veränderlichen Phasenwinkel 
besitzt, so muß man die übliche Auffassung des Wechselinduktionskoeffizienten erweitern. 
Er hängt hier nicht nur von den Werten der geometrischen Konstellation der beiden 
lweitungen ab, sondern außerdem noch ebenso stark von der Frequenz des Wechselstromes 
und der Leitfähigkeit des Erdreichs. Besser ist es daher, man rechnet direkt die Amplitude 
der erzeugten Sekundärspannung aus zu 


E» — —/mJ).n H,(Vj#e) ' (36). 
Den besten Ueberblick über deren Verlauf erhält man durch Auftragen der 
Funktion HM in Polarkoordinaten, da hierdurch Größe und Phase der Sekundiür- 
spannung gleichzeitig wiedergegeben werden können. In Abb. 9 sind die Vektoren von 
IH, für eine Reihe aufeinanderfolgender Werte des Arguments #0 dargestellt. Will man 
nach Gl. (36) ihre richtige Lage zum Leitungsstrom ./ erhalten, so muß man diesen nach 
links in Richtung der negativ reellen Achse auftragen. Zahlentafel IV gibt diejenigen 
Entfernungen o der beiden Leitungen in Metern an, die für feuchte Erde bei den ver- 


schiedenen Frequenzen zu den #2-Werten der Abb. 0 gehören, / 


Zahlentafel IV. 


Leitungsabstände für verschiedene Argumente. 











o in m 
“0 \ 
fs 16°/ Pis f= 50 Pis f= 150 Pls 

0,01 12.3 5:3 4.1 
0.02 24.7 14,2 8,2 
0,04 19.4 28,4 16.4 
0.06 4.1 42,6 24,7 
0,05 98,3 56,4 32.9 
0.1 123 71,3 11,1 
0.2 247 11? 52.2 
0,4 194 284 161 
0.6 741 126 217 
0,5 IS 569 329 
1.0 1235 11 11 
1.3 1850 1065 616 
2 2470 1420 22 
2,5 3090 1777 1030 
»700 2130 1235 
3.5 1320 2190 1440 
\ 4940 2840 1650 
1.5 5560 3200 IS50 
) 6170 3550 060 
8.0 6790 3010 2265 
6 410 1270 21470 


Man sieht, daß für sehr kleine Entfernungen die Sekundärspannung recht erheblich 
ist und um etwa 100° hinter dem Leitungsstrom nacheilt. Für größere Entfernungen 
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dreht sich der Vektor Ho auf seinem Spiraldiagramm weiter und weiter herum. Für 
0 — 1,7, was bei 50 P’/s einer Entfernung von 1,2 km entspricht, ist die Sekundärspannung 
bereits um 180° phasenverschoben zum Leitungsstroin und bei noch größeren Entfernungen 
entsprechend mehr. Das Spiraldiagramm der Abb.) zeigt also, daß die Span- 
nung sich in Form einer gedämpften Welle über die Erde ausbreitet. Für 
o—= 100 m Abstand ist bei f=50 P/s z0o= 0,14. Dafür wird //, — 1,41 und damit die 
übertragene Spannung nach Gl. (36) bei 100 Amp lieitungsstrom und 10 kın Leitungslänge 


Es =10.10°- 314 :100-7.-1,41 10°” — 140 V. 


Der letzte Faktor rührt dabei vom Uebergang auf das praktische Maßsystem her. Bei 
o— 1 km Abstand und sonst gleichen Verhältnissen erhält man nur noch 23 V. Bei 
16° ;-periodigem Bahnstrom werden die entsprechenden Zahlen 55 und 14 V und bei 
150-periodigen Oberwellen 326 und 27 V. Bei großen Abständen werden die höheren 
Frequenzen also außerordentlich geschwächt. 

Läuft die Sekundärleitung nahe an der Starkstromleitung, so kann man die Näherungs- 
formel (23) in Gleichung (36) einführen und erhält 


Eyo » iu Sie j2In - > .) 2 a San A: 


13 Oo f 


Der erste Ausdruck in der Klammer stellt eine übertragene Widerstandsspannung, 
der zweite eine induktive Spannung dar. Verläuft die Sekundärleitung dagegen in 
großer Entiernung von der Starkstromleitung, so erhält man durch Einführen der Näherungs- 
formel (24) in Gleichung (29) 


/ 5 > .n pr 
Oo = gg ag! “ | : a: f = u } k - (38). 
i) 


Die Spannungsamplitude nimmt also etwas schneller als exponentiell mit 
dem Abstand ab und etwas langsamer als exponentiell mit der Wurzel aus 
der Frequenz. 

An dem letzten komplexen Exponentialfaktor erkennt man am deutlichsten die 
wellenförmige Ausbreitung der Spannung in der Erde; sie erfolet mit einer Wellenlänge 


’) > 
A=2n =?‘ nn 
/ 


und mit einer Geschwindigkeit 
) ) 


"= (0 -— mV?! / 5 
% 

und besitzt gegenüber dem Nullpunkt von Zeit und Ort einen Phasensprung von '/s 7, 
also von °/s eines rechten Winkels. Da nach Gl. (3%) die Wellenlänge, ja sogar die 
Halbwellenlänge größer ist als die Auspreitungszone nach Gleichung (27), so kommt 
durch die starke Dämpfung der Erdströme nur knapp eine halbe Welle zur 
richtigen Ausbildung. Die Wellengeschwindigkeit ist nach Gleichung (40) für 50-perio- 
digen Strom etwa »00 kın/s, also zwar viel kleiner als die Lichtgeschwindigkeit, aber 
doch so groß, daß sie praktisch keine besondere Rolle spielt. 

Man hat versucht, die Abhängigkeit der Wechselinduktion m vom Abstande der 
beiden Leitungen empirisch auf Grund von Messungen der Spannung und des Stromes 
in Schwach- und Starkstromleitungen festzustellen. Abb. 10 gibt eine Reihe derartiger 
Meßpunkte des Telegrafentechnischen Reichsamtes wieder '), die meistens mit 16 */3-perio- 
digem Wechselstrom gewonnen sind. Als Einheiten sind en gewählt, also der 10te Teil 


km 


der absoluten Einheiten. Die dicke Kurve stellt andererseits das 7-fache der Besselschen 
Funktion //, nach Gleichung (35) dar, und zwar ebenfalls für 16°; P/s und für feuchte Erde 
mit einem Widerstand s — 10'"cm’sec. Die Uebereinstimmung ist eklatant und dürfte 
als ein weiterer Nachweis für die Zweckmäßigkeit der Näherungsannahmen unserer Rechnung 
gelten. Die dünnen Kurven stellen die entsprechenden Werte für 50 und 150 P/s dar 
und zeigen, daß die Fernwirkung bei diesen Frequenzen schon wesentlich geringer ist als 
bei 16°/; P/s. Man darf daher von den genannten Messungen nur unter Berücksichtigung 
der Freijuenzunterschiede auf andere Verhältnisse schließen und muß beachten, daß nach den 
Gleichungen (35) und (12) korrespondierende Entfernungen im umgekehrten Verhältnis 


I), W, Lienemann. Zeitschrift für das zesamte Eisenbahnsicheruneswesen 1923. 8. 45. 
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Abb. 10. Weehselinduktion zwischen Starkstrom- und Schwachstromleitungen. 
der Wurzel aus den Frequenzen stehen. 150-periodige Oberströme wirken daher nur '/; 
so weit in die Ferne wie 16 °/;-periodige Bahnströme. 


4. Ausbreitung des Magnetfeldes. Würden wir die Hinleitung des Stromes 
allein betrachten und den Einfluß der Rückströme in der Erde vernachlässigen, so würde 
das Maenetfeld den Strom ./ zirkular umkreisen und mit zunehmendem Abstand nach 
der Beziehung 

\ 2J 
I, . . ‘ . . . . . . . (41) 


‘) 


absinken. In der nächsten Umgebung der Leitung nach Abb. 3, nämlich innerhalb der 
l,uftzone mit dem Abstand A, ist dieses Feld auch tatsächlich vorhanden. Für größere 
Abstände jedoch wird es durch den Einfluß der Erdrückströme verringert. Wir können 
es dort aus den Differentialgleichungen unseres Problems berechnen, am einfachsten aus 
Gleichung (6), deren Integral mit Berücksichtigung von Gleichung (7) lautet 


- 


O)W A 
IR J di s| Br Be: ;® 
od FD 


Nun ist die Stromdichte nach Gleichung (9) und (11) 
i=CH(Vjxo)e®t!. 2. 220% . x (68. 
Differenzieren wir //, nach dem Abstande, so erhalten wir 


ce) Ha ) zo f% . 
Valid) 222.0) 


(0 


wobei wieder MH, die Besselsche Funktion dritter Art von der Ordnung 1 ist, die, 
multipliziert mit Yj, in Abb. 5 im rechtwinkligen Koordinatensystem aufgetragen war 
und in Abb. Iı als Vektor nach Größe und Phase dargestellt ist. Durch Integration der 
Gleichung (43) nach der Zeit und Einsetzen in Gleichung (42) ergibt sich aann 
\ . |. HS y / . mn . =. 
NS) — ’J J ( H, (1 #0 fi r . e ° . . . 45), 
2) 
Führt man nunmehr den Wert von CE nach Gleichung (16) und von x nach Gleichung (12) 
ein, so erhält man für das Magnetfeld in Abhängigkeit vom Abstand vo den allgemeinen 
Ausdruck er 2m jxo un | 
.) == - 8 ; j : j . . . R (46), 
hımljen 
Für o— h werden die Funktionen von Zähler und Nenner einander gleich, so daß 
das Magnetfeld der Erde unmittelbar in das der Luft nach Gleichung (41) übergeht. Für 
Werte von o > h kann man das relative Sinken der F,-F"unktion nach Größe und Phase 
am leichtesten an Hand von Abb. 11 verfolgen. Das Magnetfeld nimmt in Größe und 
Phase genau wie die Funktion //, mit wachsendem o ab. 
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Für Frequenzen bis zu 5000 P/s kann man den Nenner von Gleichung (46) stets 


durch den Näherungsausdruck der Gleichung (18) ersetzen. 
chung gilt bis etwa zo — 0,5 auch im Zähler der Gleichung (46) 


von 0, auch wenn sie größer als A sind. 
Hinleitung 


Wir erkennen daraus, daß das Magnet- 
feld bis zu Entfernungen von mehre 
ren hundert Metern seitlich von der 
Leitung und in die Erde hinein ganz 
dem gleichen Gesetz wie in der Luft 
gehorcht. Dies rührt von der außer- 
ordentlich geringen Dichte der Rückströme 
in der Erde her, die das Magnetfeld erst 
in größeren Abständen erheblich ändern 
können. 

Für große Werte von o, etwa von 
»0o=1 an, gilt die Näherungsformel 


“.D ; ( Kt 4 ') 
H(Vjzeo=| a Bi (18). 

TR O ' 
Setzt man dieses in den Zähler von Glei- 
chung (46) ein und formt den Nenner 
wieder nach Gleichung (18) um, so erhält 
man den Betrag des Magnetfeldes zu 

“N 

N / x v5 
OD. V:> € 7‘. MM. 

d 
In diesen Außenzonen sinkt das Feld daher 
schneller als exponentiell mit der Entfer- 
nung, in der gleichen Weise wie auch die 
Spannung nach Gleichung (38). 

Das Verhältnis des tatsächlichen Mag- 
netfeldes zu demjenigen Feld, das nach 
Gleichung (41) ohne Berücksichtigung der 
Rückströme vorhanden wäre, erhält man 
nach Gleichung (46), wieder unter Umfor- 
mung des Nenners, zu 
n =jVjzeH(Vjre) . (50). 
In Abb. 12 ist sein Betrag aufgetragen, der 
lediglich von #0 abhängt. Man sieht, daß 
die Rückwirkung der Erdströme bis 
zu etwa #0 —=0,5, also bis zu einigen 





ey a agı 4 5x0 
Abb, 12. Sehwächung des Maernetfeldes durch 
die Erdströme. 
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hundert Meter Entfernung von der Leitung, nur unbeträchtlich ist, daß 
sie aber für z0o=4, also für einige Kilometer Abstand, das Magnetfeld 
fast völlig vernichtet hat. 

Die geringe Einwirkung, die die Erdströme hiernach in der nahen Umgebung der 
l,eitung auf den Verlauf des Magnetfeldes besitzen, ist ein weiterer Nachweis für die 
Zulässiekeit unserer verschiedenen Näherungesannahmen, insbesondere für die Einfluß- 
losiekeit der genauen Lage der Hinleitung gegenüber der Erdoberfläche entsprechend 
Abb. 1a, Ib und 2. 


5. $Stromverlauf bei Hochfrequenz. Für wesentlich höhere Frequenzen als 
5000 P/s darf man die Näherungsformel (18) für die Fanktion 7, im allgemeinen nicht 
mehr anwenden. An Stelle der einfachen Formeln (20) und (29) für die Stromdichten 
und Spannungen muß man alsdann auf die allgemein gültige Gleichung (17) zurück- 
gehen, die sich mit Hilfe der Kurven in Abb. 4 und 5 für ganz beliebige Verhältnisse 
leicht numerisch auswerten läßt. kür die in der Erde herrschende Spannung erhält man 
dabei aus den Gleichungen (17) und (25) die allgemein gültige Beziehung 


/ fs H, ch 420) 
P WeTz Et 4 BU a a a EN 


3 


N 


h nH,(Vjxn) 


Besonderes Interesse hat eine Vereinfachung der Formeln für typische Hoch- 
frequenzströme, einerseits weil diese vielfach als Träger akustischer Frequenzen ge- 
braucht werden, andererseits weil sie häufiz als Wanderwellen in Starkstromnetzen in 
Erscheinung treten. Die Näherungsformeln (24) und (48) für große Werte des Arguments 


gelten von etwa 20 =1 an. Dem entspricht für feuchten Boden nach Gleichung (12) 
bei o IO m Leitungsabstand eine Frequenz von 250000 P/s, bei 5 m Leitungsabstand 


von 1000000 Ps. Bei Kabeln mit geringem Krdabstand muß man selbst bei derartigen 
Frei uenzen noch mit den genauen Formeln rechnen. 

Setzt man nun die ebengenannten Näherungsformeln in den Ausdruck (17) für die 
Erdstromdichte ein, so erhält man 


} f 7 ö 
i=lVj J: 2 «2 79 Serie nu Re - : - (52), 


was sich zusammenfassen läßt zu 


.V; ’? | p—1 w 
I A | { 2 :-J-eL]j2 ie et (58). 
hos 

Aus den Exponentialfaktoren erkennt man wieder sehr klar, daß die Stromdichte sich in 
der Form einer gedämpft fortschreitenden Sinuswelle von e—=h ab nach außen ausbreitet, 
wobei Wellenlänge und Fortpflanzungsgeschwindigkeit die bereits in Gleichung (39) und (40) 
berechneten Werte besitzen. Die Phase der Stromdichte dreht sich mit zunehmender Ent- 
fernung gleichmäßig herum. Für e—h hat sie bereits den Wert jVj. Das sind 3/2 
Rechte oder 155° gegenüber dem Leitungsstrom J. 

Die Spannung in der Erde ergibt sich hieraus nach Gleichung (2s). Faßt man 
die Werte so zusammen, daß nur das Entfernungsverhältpis o/h auftritt, so erhält man 


ch Pr 
nl) 3G-)-e1 


| - + 18). 


Spannung und Strom sinken also nach außen wesentlich schneller als 
exponentiell ab. Unmittelbar unter der Leitung für o—= Ah ist der Fiöchstwert beider 
vorhanden. Die Spannungsamplitude ist hier 


VW; ! Fp 
1 7 V; 2 } l sJ ee ee et een ale 
h 
oder wenn man berücksichtigt, daß 
| e 
er (1 — 3 (56) 
v2 
6 . \ V/ 1 Yp Ew 
Ist, l, a v2 J fsJ EEE oe 
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Vergleicht man diesen Ausdruck für die wirksame Spannung am Erdrande mit 
Gleichung (31) für den Spannungsabfall in der Erde, so erhält man bei Hoch- 
frequenz für den wirksamen Widerstand und die wirksame Induktanz der 
Erdströme den gleichen Wert, nämlich 


R == (0) E, — | = - Vfs 4 . . R } . r . (58). 
Die Selbstinduktion wird damit ‚ 
1 l 8 . 
L= V : ; ' : i re . : (59). 
} In Rh f 


Widerstand und Selbstinduktion von hochfrequenten Erdrückströmen 
werden also sehr wesentlich durch den Erdabstand der Hinleitung bestimmt, 
sie sind der Leitungshöhe umgekehrt proportional. Außerdem wächst der Widerstand mit 
der Wurzel aus der Frequenz an, die Selbstinduktion nimmt im gleichen Maße ab. Bei 
einer Leitungshöhe von = 10 m erhält man pro Kilometer Länge bei feuchtem Boden 
und einer Frequenz von 10° P/s einen Erdwiderstand von 

ge er z Pr A | 
R=-Y2 Fr V10°-10'-10°— 450 (2/km. 
Das ist ein ganz gewaltiger Betrag, der natürlich eine starke Dämpfung aller 
Hochfrequenzströme bewirkt. Bei Wanderwellen ist dieses sehr erwünscht, bei 
Trägerwellen wird man die Rückleitung durch die Erde unbedingt vermeiden. 
Die Selbstinduktion ist für das gleiche Zahlenbeispiel 


) 10° 41/103 H 
L= V - + 10° = 0,071. 
V?n 10° 10® kın 


Sie spielt also gegenüber der Selbstinduktion der Hinleitung von der Größenordnung 1,5 
n IH km keine erhebliche Rolle mehr. Beides rührt von der starken Konzentration der Rück 
ströme in den obersten Schichten der Erde her. Sie dringen bei 10° P/s nur in Tiefen 
ein, die nach wenigen Metern zählen. Ihre Raumkonstante berechnet sich nach dem 
reellen Exponenten der Gleichung (53) zu 


ui \' a 2 
H f 


2 
Das ist für die genannten Zahlenwerte nur 7,1 m. In einer Tiefe vom 3 bis 4-fachen 
dieser Raumkonstante, also in etwa 25 m Tiefe sind daher diese hochfrequenten 
Erdströme bereits verschwunden. 

Da die Ausbreitungszone der Erdströme hiernach bei Hochfrequenz nicht mehr 
groß ist gegenüber dem Erdabstand der Leitung, so ist es fraglich, ob das unseren Rech- 
nungen zugrunde liegende Querschnittsbild der Abb. 2 für diesen Fall noch eine ausreichende 
Näherung für Luftleitungen nach Abb. 1a darstellt. Man kann nun gerade in diesem 
Grenzfalle hoher Frequenz und geringer Ausbreitungstiefe die Aufgabe auch direkt 
in Angriff nehmen. Die Erdoberfläche wirkt nämlich jetzt wie ein guter Spiegel und 
reflektiert jedes aus der Luftleitung in sie eindringende elektrische oder magnetische Feld 
derart, daß die elektrischen Kraftlinien nahezu senkrecht, die magnetischen Kraftlinien 
nahezu parallel ihrer Oberfläche verlaufen. 

Der Strom J der Hinleitung erzeugt entsprechend Abb. 13 im Abstand e eine 
Feldstärke nach Gleichung (41). Ihre Tangentialkomponente an der Erdoberfläche ist 

Y — Y, =2J 5 

oO 0° 

Die gleiche Feldstärke wird von den spiegelnden Strömen in der Oberschicht der Erde 

erzeugt, so daß die gesamte Feldstärke längs der Erdoberfläche, also in Richtung von & ist: 

h h 
u a a ae 

Drückt man hierin »o durch die Leitungshöhe A und die Entfernung x, vom Fußpunkt der 


Leitung ab gerechnet, aus, so erhält man 
’ ] J | N 
BJ — er”: rer 
2? + m h 1+ (2m? 


Darin stellt der erste Faktor die maximale l'eldstärke unter der Leitung dar, der zweite 


(61). 


\ u 9 
nN—2D.—=4J 
[ 


N 


das Abklingen der Feldstärke mit zunehmender Entfernung x. In Abb. 14 ist der Verlauf 
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\bb. 13. Das Magnetfeld bei Hochfrequenz \bb. 14. Verlauf der Stromdichte bei Hochfrequenz- 
strömen. strömen. 


des Feldes zu beiden Seiten der Freileitung aufgetragen. Für x — h ist sie bereits auf 
die llälfte gesunken, für Dich. ;- ehe. ie ra 


bis auf 1°/o des Maximalwertes. Innerhalb dieser Breite spielen sich also die 
elektromagnetischen Vorgänge unter llochfrequenzleitungen ab. 

Mit dem magnetischen Randfelde in der Luft ist nun die Strömung in der Erde 
durch die magnetische Hauptgleichung (1) verknüpft. Bezeichnen wir die Flächenstrom- 
dichte, also die Summe aller Stromdichten in die Erdtiefe hinein erstreckt, mit ?, so er- 
halten wir als Wert des Linienintegrals auf dem in Abb. 13 gezeichneten rechteckigen Wege 


anide= —- Bde... .:. :. 0.0. (66) 
denn alle anderen Beiträge heben sich heraus. Die Flächenstromdichte selbst wird daher 
mit Gleichung (63) SR J | 
4 = — z == - } . i . . e . . (66). 
Ar ch 1-+ (c/h)‘ 


Die Strömung breitet sich daher genau so wie das Magnetfeld nach derin 
Abb. 14 dargestellten Kurve seitlich aus. Den gesamten Erdstrom erhält man durch 


| Integration des Flächenstromes nach x als 

| L r & T& 

| zu J y dx Er e nu 
| .=[iae=—" | u ee, 
i . ( 2 oO 

j - ZT h, Il+(ch um h J 

| K I CE 


Er ist also, wie es auch sein muß, gleich dem negativen Leitungsstrom. 

In die Erdtiefe hinein verläuft die Stromdichte nach denselben Gesetzmäßigkeiten, 
die wir aus dem magnetischen Gesetz, dem Induktionsgesetz und dem Ohmschen Gesetz 
zu Anfang hergeleitet haben. Wir wollen die Differentialgleichung hier auf rechtwinklige 
Koordinaten beziehen, sie lautet dann analog Gleichung (Ss) 

PER 1. SE oo 


» 
()»* s 04 


Dabei ist auch hier wieder berücksichtigt, daß die innerhalb der Stromschicht verlaufenden 
magnetischen Kraftlinien sich durch die Luft zurückschließen müssen und dort einen etwa 
ebenso großen Widerstand wie in der Stromschicht selbst vorfinden. Für periodische 
Wechselströme von der Frequenz ® hat die Differentialgleichung (68) bekanntlich die Lösung 


wann. 


j N %2 ı 

1 j IıJx: wi ( ut) ® 

= Jo: fi - he J2e\V2 iur + 
wobei mit x derselbe Ausdruck wie in Gleiehung (12) bezeichnet ist. Die Ströme dringen 
also in den Erdboden genau so als gedämpft fortschreitende Wellen ein, wie wir es in 

Gleichung (53) bei der früheren Lösung bereits kennen gelernt haben. In Abb. 14 ist 

der Verlauf ihrer Amplitude unten dargestellt. 
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Die Integrationskonstante oder Randstromdichte /, bestimmen wir durch Vergleich 
mit dem Flächenstrom, indem wir die Stromdichte integrieren. Unter Fortlassung der 
harmonischen Funktion von Gleichung (69) ist dann 


4 SL 


Ti fiaz=4 die” FREE 22.22.70), 


m Ö 


so daß wir durch Einsetzen von Gleichung (66) für die Randstromdichte erhalten 


IT“ J 2 ı/r J u 
J, V; = — Yj 1 a 
chi + (xin)® h s 1 + (z/h)“ 

Mit zunehmender Frequenz und abnehmender Leitungshöhe wächst die Rand 
stremdichte somitan, da sich die Riückströme in der Erde dann mehr und mehr nach der 
Leitung zu drängen. Die Phase des Randstromes ist genau wie früher um — Yj, also 
um 155° gegenüber dem Leitungsstrom verschoben. 

Die elektrische Spannung in der Erde ist nach Gleichung (28) aus der Stromdichte 
der Gleichung (69) mit dem IRandstrom nach Gleichung (71) zu errechnen. Ihre Amplitude 
an der Erdoberfläche unter dem Leitungszuge, also für = 0 und 2=(, ist 


E= Vj2—-VfsJ a ee 
ti 


Da Yj die Einheitsstrecke unter 45° Phasenwinkel darstellt, deren reelle und imaginäre 
Komponente — 1/Y 2 ist, so erhält man durch Vergleich mit Gleichung (31) für Widerstand 
und Induktanz der hochfrequenten Erdströme 

l 


R=woL=!YV2 } \fs 2 j : ; : ä ö (73) 


Das ist aber genau der gleiche Wert, den wir bereits in Gleichung (58) gefunden haben. 
Die beiden Berechnungsmethoden 


führen also hinsichtlich des Erdwider- ! 

standes zum gleichen Ergebnis. Bei der h p 
früheren Lösung besitzen die Erdströme VCMMEN EM TH EN IT FIT x 
an der ganzen Oberfläche der Talmulde N. 

von Abb. 2 die gleiche Stärke und er- ! 


scheinen radial nach außen sehr schnell | 
eedämpft. Bei der zweiten, für Hoch- 
frequenz korrekteren Methode, haben die 
Erdströme an dem EKrdoberflächenpunkte 
senkrecht unter der Leitung dieselbe 
hohe Stromdichte, wie man aus dem Ver- 
gleich von Gleichung (53) und (71) für 
o—= h erkennt. Seitlich klingen sie jedoch 
erst schneller und dann langsamer ab, 
so wie es in Abb. 15 vergleichsweise dar- Abh. 15. Erdstromdiehte unter der Leitung. 
gestellt ist. Ihre Ausbreitungszone 

ist daher größer als nach den Näherungsformeln der ersten Methode und 
wird für alle hohen Frequenzen nach Gleichung (64) durch die 10 fache Erd- 
höhe der Hinleitung gegeben. 

Bekanntlich dringen Hochfrequenzströme auch bei metallischen Leitern nicht in den 
vo!len Querschnitt ein, sondern drängen sich an der Obeifläche zusammen, so daß der 
Widerstand wesentlich vergrößert wird. Ein Draht vom Durchmesser d und dem spezi- 
fischen Widerstand s, besitzt dabei den Ohmschen Widerstand 





Br - 
R, = 2 V/ So . . . . 3’ Fr Pr . . . ( 74 ) 
d 
Damit können wir den Drahtdurchmesser derjenigen Kupferleitung bestimmen, die den 
gleichen Widerstand wie die Erde besitzt. Er ergibt sich durch den Vergleich der beiden 


letzten Gleichungen zu 


d=Y?2h y un PR N , IB 
8 


nennen 
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Der gleichwertige Drahtdurchmesser ist also nur durch die Erdhöhe A der Leitung 

und die spezifischen Widerstände von Erde und Draht bestimmt, er ist jedoch für alle 
= "resjuenzen der gleiche, sofern sie überhaupt ım Bereich der Hochfrequenz liegen. 

Für 10 m Leitungshöhe ergibt sich, daß ein Kupferdraht von 

9” 6 
d, V>2 10 1,9: 10° cm, 
56’ 10°'* 

also von etwa 0,2 mm Dmr., dieselbe Leitfähigkeit besitzt, wie die Erde unter der Hinleitung. 

Daraus erkennt man, welch schlechten Rückleiter die Erde fürhochfrequenten 

Wechselstrom bildet. 


6. Rückwirkung von S$Sekundärleitern. Wir wollen jetzt wieder zu nieder- 
fresuenten Strömen mit großem seitlichen Ausbreitungsbereich übergehen. In einer 
Sekundärleitung mit dem Erdabstand %, die nach Abb. 16 in der Entfernung o als Freileitung 
in der Luft oder als Kabel in der Erde geführt ist, entsteht nach Gl. (36) eine vom 
Strom J herrührende Spannung 


Er=-loJ:aH,(ljxo) . : : : 2.20... (70). 
| Schließt man die Sekundärleitung 
WESTEN f, N 77 SINE ME SITENT: direkt oder über beliebige Wider- 
Dt | Fi stände zur Erde, so fließt in ihr ein 
u ee ‚ | Strom ‘, der nun seinerseits Erdrück- 
en ströme in ihrer Umgebung zur Folge 
i 9 hat, die von denselben Gesetzen wie die 
ne Erdströme der Hauptleitung beherrscht 
oe werden und mit ihrer Stromdichte 1; eine 
\bb. 16. Erdstromfelder von primären und sekundären Rückwirkung auf die Erdströme des 


Hauptstromes ausüben. In den Kurven der 
Abb. 16 sind diese Verhältnisse dargestellt. 

Die Rückströme erzeugen ebenfalls eine Spannung im Sekundärkreis, die wir unter 
Benutzung der Näherungsformel (23) für e = k schreiben können 


lLkeitunzen. 


’ ' ‚(ra 2 nn 
B=—loicam (jr) -—twi(—j21n )) (17) 
2 y#k 
| Darin müssen wir den Wert 
\ ; 7T . 2 
N-loalWjal)=1o("—j2la—)..... (7) 
3 yak, 
als Riehtwiderstand der Erdströme / auffassen, der für die üblichen Werte des 


Erdabstandes % analog zu den Gl. (32) und (33) eine kleinere Ohmsche und eine größere 
induktive Komponente besitzt. Zahlentafel V gibt Werte für einige interessierende Fälle an. 








| 

Zahlentafel V. 

i 

Riehtwiderstand WM von Erdströmen in 2/km. 

| 

ı P k em k=1m k=5m k=10m 

i . | 

| 16 “/a ).016 0.63 0,016 — 7 0,38 0,016 — 7 0,28 | 0,016 — ;/0.24 
| rn (,05 0.67 0.05 70,42 0.05 —,0,32 0,05 — 0,28 
150 0.15 70,70 0,15 —,0.45 0.15 — 70,35 0,15 -7031 





Wenn der Sekundärleiter keinen Spannungsabfall besäße, so würden sich die ein- 
eeprägte Spannung nach (il. (76) und die Spannung des hiickwirkungsfeldes nach Gl. (77) 
das Gleichgewicht halten. Der Sekundärstrom würde sich dann so stark einstellen, daß sein 
Feld nach Abb. I6 das eingeprägte Feld des Hauptstromes „erade annullierte. Der 


maximale Sekundärstrom wäre also 


i 
| ( 
i IIa I#%0) ‘ 
| io = ern a 
Ho(V jak) 

In Wirklichkeit besitzt der Sekundärleiter mitsamt den angeschlossenen Apparaten 
und den Ausbreitungswiderständen der Erdungspunkte einen Richtwiderstand 
j a j 
BEL ITN . 3 na a Een Kr 
i 
| 


A EN en 








a 


'n 








Band 5, Heft 5 
Oktober 1925 Rüdenbere, Erdströme in der Umgebung von Wechselstromleitungen 379 


so daß auch dessen Spannungsabfall überwunden werden muß. Das Gleichgewicht der 
Spannungen ist daher gegeben durch 


E,»+E=EH oder EH—Ni=ti. . . .. 0.0.81) 
und daraus erhält man den tatsächlichen Sekundärstrom mit Gl. (76) und (78) zu 


E. I, 0 
ee a ae Ak As N ET 
C+NR Y e 
m(Vyjxı 
TI ol 
Für seine Entwicklung sind also nicht nur 
Widerstand und Selbstinduktion der Sekundiär- „>--.nn. 


leitung selbst, sondern auch der Erdströme 
unter der Sekundärleitung maßgebend. 

Wir wollen berechnen, wie groß der Sekundär- 
strom ist, der sich in den Schienen von Einphasen- 
bahnen von selbst einstellt, die nach Abb. 17 auf 
dem Bahndamm etwas über dem Erdboden liegen. 
Wäre ihr eigener Richtwiderstand gleich Null, so er- 
hielten wir nach Gl. (79) beie=h=5m Leitungs- 
höhe und k—= 1 m Schienenhöbe über der Erde bei «Abb. 17. Fahrleitune und Sehlenen- 
16° P/s und den Werten der Zahlentafel V rückleitung elektrischer Bahnen, 


N 





2 0,016 — 7 0,28 e Es 
ou = J=— 0,4 4E 
0,016 — 5 0,38 
Durch die Schienen würden al:o drei Viertel des Leitungsstromes zurückfließen mit einer 
Phasenverschiebung von 151° gegen diesen. 

Die Schienen haben nun aber einen erheblichen Ohmschen und induktiven Wider- 
stand, der von der Beschaffenheit der Schienenverbindungen und auch von der Perme 
abilität des Schieneneisens abhängt und daher mit der Stromstärke selbst veränderlich 
ist. Wir wollen als Mittelwert ihren Richtwiderstand zu 

tv — 0,50 — j 0,50 *2/km 
annehmen. Dann erhalten wir nach Gl. (s2) einen Schienenstrom von 


A; 


! 0,016 — 5 0,28 
im I Je — 0,288 
0,516 — 5 0,85 


u 

Derselbe ist um 151° gegen den Leitungsstrom phasenverschoben, was im wesentlichen 
durch den Ohmschen Widerstand der Schienen bewirkt wird. Außerdem ist er sowohl 
durch den Widerstand wie durch die Selbstinduktion der Schienen erheblich verringert 
worden. Da diese beiden Werte mit wachsendem Schienenstrom immer geringer werden, 
so wird der in den Schienen fließende Anteil des kückstromes mit zu 
nehmendem Gesamtstrom immer größer, der durch die Erde fließende Anteil 
immer geringer, was für die Fernwirkung beider vorteilhaft ist. 

Ist die Sekundärleitung als Schwachstromleitung mit einer Erdhöhe von 
k—=-5m im Abstand g—= 1 km von der Starkstromleitung geführt, so wird in ihr bei 
50 P/s ein Strom erzeugt, der im Grenzfalle bei kleinein Richtwiderstand der Schwach- 
stromleitung nach Gl. (79) bis auf 

oo __ H(V 51,4 __ 0,24 — 0.073 &” 68) 
Hy \j 0,0071 3.28 € RR" Su 
des Starkstromes ansteigen kann. Das ist ein recht beträchtlicher Wert, der allerdings 
wegen des Widerstandes der Schwachstromleitung niemals erreicht wird. Setzen wir für 
diesen bei einem 3 mm-Draht 
— 16 


== 1,8 30,5 1,584 ‘?/km, 
so wird die Stromstärke nach Gl. (82) reduziert auf 
ET 
r Ho (I ;1.4 0,24 £ Bi + 170 
— _— 160 zu sp I6 -- 0,013 y 
J 1,58 8 7° . 109 ETW En 


Ho (} 5 0.0071) + 
ı +» 314 10? 


das ist nur ein Bruchteil des maximalen Wertes, der bei dünneren Schwachstromleitunrgen 


noch geringer wird. Immerhin beträgt der Sekundärstrom bei 100 A Primärstrom noch 
1,3 A. Beim Einschalten von Erdapparaten nähert er sich natürlich bald dem Werte Ey/r. 


= 
25* 
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Durch die sekundären Erdströme wird das Erdfeld des Hauptstromes nach Abb. 16 
erheblich geschwächt. An derjenigen Stelle, an der sich der Sekundärleiter befindet, 
bleibt eine Restspannung des Erdfeldes übrig, die direkt gegeben ist durch die 
Spannung im Sekundärleiter selbst. Sie ist also mit Gl. (82) 


Y . I“. 
E=ti a a ee 
HN Ni 
1 + 
m 
Macht man also den Richtwiderstand v der Sekundärleitung selbst durch ausreichenden 
Kupferquerschnitt fiir den Ohmschen Widerstand und dichte Führung der Leitung an 
der Erde für den induktiven Widerstand klein gegenüber dem Richtwiderstand N 


ihrer Erdströme, so kann man die von der Hauptleitung übertragene Spannung erheblich 
reduzieren. Die Sekundärleitung saugt dann einen großen Teil der benachbarten Erd- 
ströme in sich hinein, vermindert dadurch das Spannungsgefälle in der Erde und erzeugt 
ein marnetisches Gegenield, das das Magnetfeld der Hauptleitung zum großen Teil 
kompensiert. Derartige Leiter kann man als Schutz- oder Kompensations- 
leiter benutzen, um Schwachstromleitungen in ihrer Nähe gegen die Fern 
wirkune von Starkstromleitungen zu schützen'). 
Beispielsweise hat ein blank in die Erde verlegter Kupferdraht von 1 cm Dmr 
bei 50 P/s einen Richtwiderstand der Leitung von 
v—= 0,23 — 7 0,03 $2/km. 
Da er ferner mit seinem Erdabstand von k= 0,5 cm nach Gleichung (78) einen Richt- 
widerstand der Erdströme von N = 0,05 — 50,76 R/kım 


besitzt, so ergibt sich nach Gleichung (85) eine Restspannung 


Es 0,23 E7J4 i | LieX 
FE: = = - E, = 0,28 € 65 E,. 
0,05 0,76 0,83 Em J UV 
I + 
0,23 — 7 0,03 


Die Schutzwirkung ist also erheblich. Die Phasendrehung von 63° rührt von 
der hoben Selbstinduktion der Erdströme her. 
l,eet man den Schutzdraht von I cm Dmr. nicht in die Erde, sondern führt ihn 
als Luftleitung in k= 5 m Höhe, so ist der Richtwiderstand der Leitung 
Y—= 0,23 — j 0,46 “2/km 
und der seiner Erdströme nach Zahlentafel V 
N = 0,05 — j 0,32 $£/km. 
Man erhält daher jetzt nur eine Restspannung von 


» r 63 
. E, 0.913 € /, 00 > \ pe 7 y 
Fi, = = — Er = 0,61 eTJ‘ E,, 
0,05 — j 0,32 0.83 a7 ıW# 
| 
0.23 70,46 


also einen wesentlich ungünstigeren Wert als vorher. Dies rührt davon her, 
daß die Luftleitung eine wesentlich größere Selbstinduktion als die Erdleitung besitzt. 
Um eine bessere Schutzwirkung zu erhalten, müßte man stärkere Kupferleiter ver- 
wenden, die einen noch geringeren Spannungsabiall im Verhältnis zur Erdspannung er- 
zeugen. Man kann z. B. durch Kunstschaltungen den ganzen Kupferquerschnitt eines 
Bindels von Schwachstromleitungen zur Kompensation des Erdfeldes benutzen und damit 
die restierenden, von der Starkstromleitung übertragenen Spannungen bis auf wenige 
Prozente ihres ursprünglichen Betrages schwächen. Ein anderes Mittel besteht in der 
Verwendung von rückgekoppelten Röhren zur Verminderung des Widerstandes, und von 
Kapazitäten zur Aulhebung der Selbstinduktion der Schutzleitung für bestimmte Frequenzen. 
Schließlich kann man zur Erzielung eines ausreichend starken Schutzstromes auch 
eine fremde Spannung in die Kompensationsleitung einführen. Für vollkommene 
Vernichtung des primären Erdfeldes muß sie in der Schutzleitung den Maximalstrom nach 
(Hleichung (79) hervorbringen, der das elektrische und magnetische Feld des Hauptstromes 
gerade auslöscht. Da die eingeführte Spannung den Abfall dieses Stromes im Richt- 
widerstand der Schutzleitung überwinden muß, so wird ihre Größe bestimmt durch 


H,(y j x 0) 
eg — rl to _ 2 Y b J . . . . . . . . (54). 
I, (} R | 4 k) 
'),G. Krause u. A. Zastrow Wissenschaftl. Veröffentliehunzen aus dem Siemenskonzern. 1922 


a. Li. 8, #22. 
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Nun hängt nicht nur der Richtwiderstand r der Schutzleitung, sondern auch die im Zäbler 


und Nenner stehende Funktion HZ, stark von der Frequenz der störenden Ströme ab. 
Es genügt daher nicht, die Kompensationsspannung durch einfache Transformation vom 
Hauptstrom J abzuleiten, sondern man muß für jede störende Frequenz der (rund- 
und Oberströme eine andere Uebersetzung, und zwar nach (rröße und Phase 
anwenden, deren Wert sich nach Gleichung (54) für jede Frequenz leicht berechnen 
läßt. Beispielsweise erhält man für den bereits erwähnten Kupferdraht in der Erde von 
k—=0,5 em Radius bei o= km Abstand von der Hauptleitung für die 50-periodigen 
Grundwellen eine Kompensationsspannung von 


u H, (| 7 1.4 - 0,24 € 1» - f 
Es — (0,23 — j 0,03) | J=0,238 4 — an J== 0.72 -10 2.gt 67 
Ho(V 57,1 10-9) 7,6 8,38 
und für die 150 periodigen dreifachen Oberwellen von 
Ho (V 5 2,41) 310 0,09 Er 2.2+19 
e53 = (0,23 — j 0,09) Er J= 0,25 e-7210 0 0 J=0,31:1072: Er 3W 7, 
Hy(V 512,3 - 10 6 1.3E7 


Natürlich muß man den Schutzdraht bei Einführung einer fremden Spannung gegen Erde 
isolieren, damit dieselbe wirklich die gewünschten l.eitungsströme erzeugt und sich nicht 
direkt in die Erde ausgleicht. 

Wir wollen untersuchen, wiegroßderräumliche Schutzbereich einessolchen 
Kompensationsleiters für Nachbarleitungenin seiner Umgebungist. Die Fern- 
wirkung der Schutzströme gehorcht natürlich ebenfalls dem Gesetz der Gleichung (29) 
oder (76) und ist vor allem durch die Besselsche Funktion FH, bestimmt. Diejenige 
Entfernung o vom Kompensationsleiter, in der die Schutzwirkung von | auf 7 gesunken 
ist, bestimmt sich daher durch 


HWjr)=nH(lVjxk) ... . 20.85). 
Da es sich um geringe Entfernungen handelt, können wir für beide Seiten dieser 
Gleichung die Näherungsformel (23) benutzen und außerdem beim absoluten Betrag den 
kleinen reellen Teil unterdrücken. Das lieiert die Beziehung 


2 2 
In —=»1In era e e: 
yro6 yak 


und daraus erhält man für den Schutzradius im Verhältnis zum Erdabstand %k 
der Schutzleitung, bei dem eine Schwächung der Schutzwirkung auf ,° , eingetreten ist 


[103 2 1 Z r] / _ 
= ( ) . . . . . . . . . . (84 J« 
k \Y ul 


Soll die Kompensationswirkung an der Grenze des Schutzbereichs noch mit 7= 90 "/, 
zur Geltung kommen, so erhält man für 50 P/s bei einem Kabel mit «— 2em Radius 
einen Schutzbereich von 6=6 cm, und bei einer Freileitung mit k— 5 m Leitungshöhe 
einen Schutzbereich von 0=S,3 m. Man sieht, daß ein guter Schutzleiter das elektro 
magnetische Feld nicht nur an dem Orte, wo er selbst sich befindet, auf einen geringen 
Wert bringt, sondern daß er das Feld auch noch in seiner näheren Umgebung 
aul einen mäßigen Betrag reduziert. Nach diesen Zahlen erstreckt sich der Schutz- 
bereich um so weiter, je größer der Erdabstand k der Schutzleitung ist. Jedoch ist zu 
beachten, dad nach den früheren Zahlenrechnungen an Hand von Gleichung (83) der 
Absolutwert des Schutzes durch kurzgeschlossene Kompensationsleiter bei großem Erdab- 
stand k viel geringer ist als bei kleinem. 


7. Einfluß des Luftfeldes über der Erde. 
Bisher haben wir unsere Betrachtungen im wesentlichen 
aul die Erdströme und ihre elektrischen und magneti- 
schen Felder erstreckt. Nun bildet sich aber selbst bei 
dem einfachen Schema der Abb. 185 außer den magneti- 
schen Kraftlinien, die die Erde durchdringen, in dem 


, 


| 





Luftraum um die Leitung bis zum Abstand Ah auch SEN, 

ein Luitfeld aus, das induktive Spannungen L EEE 

in der Leitung erzeugt Im Innern des Leiters ah 

steigt seine Dichte linear an, außerhalb fällt sie umge- 

kehrt proportional ab. Der gesamte magnetische Luft- a Va 
fluß, der den mittleren Strom umkreist, ist daher Erdkraftlinien. 
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J, } 
"an 2J0 2J | h 
«db | Bao | de -1f de—=21J( + In —', 8 
u 1 _ 0 2 1 
() () r 
Daher wird die Selbstinduktion der Luftkraftlinien 
> h % nn 
L=-—=-2l(in 4 EM N. | 
MN 1’ 2 
Dieser Betrag kommt zu dem Wert von Gleichung (35) noch hinzu, wenn man die 
gesamte Selbstinduktion der l.eitungsschleife errechnen will. Während die Selbstinduktion 
dieser Luftlinien mit zunehmendem Erdabstand Ah logarithmisch größer wird, nimmt die 
Selbstinduktion der Erdkraftlinien nach Gleichung (33) damit logarithmisch ab. Die ge- 
samte Selbstinduktion einer Luftleitung mit Erdrückleitung ist daher als Summe 
2 1\ 
L=21(in + # EEE TE ER. 
R ‘) 


“Tr z 
und somit unabhängig von ihrer Erdhöhe. 

Es fragt sich nun, ob die wirk- 

liche Luftleitung, die nicht in einer 

| Talmulde nach Abb. 18 geführt ist, 


| sondeın über der ebenen Erde im 








j 4r) | Abstand A verläuft, die gleiche eben 

N =, e | berechnete Selbstinduktion besitzt. Wir 
7 %+., 77 - 7 Be = können die wirkliche Leiteranordnung 
i ; k \ / dadurch erhalten, daß wir zu der 
FAMS) ti Fi Leitung in der Talmulde noch 

i | eine Leitungsschleife hinzu- 

Doppel“ Jalmulaen fiigen, deren eine Seite nach Abb. 19 


Leit | 
eIFUNG Leitung ebenfalls im Mittelpunkt der Talmulde 


\bb. 19. Magnetfeld von Oberleitungen. gezogen ist, während die andere Seite 

am Ort der wirklichen Leitung über 

der Erde verläuft. Speisen wir diese Leitungsschleife mit dem gleiehen Strom J, so erreichen 

wir nach Abb. 10, daß sich die sehr benachbarten Ströme aufheben und als Ergebnis nur 

die KErdströme unter der Oberfläche und der Leitungsstrom + J in der wirklichen Ober- 
leitung verbleiben. 

In Abb. 19 sind nun auf der rechten Seite die Magnetfelder der Doppelleitunge und 
der Talmuldenleitung schraffiert aufgetragen. Die letzteren werden nach unseren früheren 
Berechnungen durch die Erdströme bei niederen Frequenzen in der nahen Um- 
gebung der Leitung nicht gestört. Man erkennt, daß sich die dünn gezeichneten Feld- 
kurven der drei Leitungszweige gegenseitig aufheben, so daß nur die stark hervor- 
ehobenen Bestandteile erhalten bleiben. Die Talmulde kann man sich bei mäßiren 
Frequenzen wegen der sehr geringen Erdstromdichte mit Rückstriömen ausgefüllt denken, 
ohne das Magnetfeld merklich zu verändern. Daher kommt als wirksames Luftfeld 
zwischen der wirklichen Oberleitung und der Erdoberfläche nur das stark gezeichnete 
Feld bis zum Abstand A in Betracht, und dies ergibt genau die Selbstinduktion, 
die wir in Gleichung (SS) und (8!) hergeleitet hatten. 

Für sehr hochfresjuente Ströme darf man sich die Talmulde nicht durch Erd- 
ströme ausgefüllt denken, da diese am Erdraude mit erheblicher Dichte fließen. Hier 
muß daher zur Bestimmung des richtigen Feldes über die länge 2A integriert werden, 
so daß sich die Selbstinduktion der Überleitung unter Fortfall des inneren Drahtfeldes 
ergibt zu 


Ih 


L=?2Illn u. A 5 o ; (89a) 
r 
und die gesamte Selbstinduktion der Schleife mit Gl. (59) zu 
In | 8 
Z, ı( In + ) Ve er a (90 a). 
r V2rıh ! 


Aehnliche Verhältnisse liegen auch bei Sekundärleitungen vor, die nicht in 
der Erde, sondern als Freileitung in der l,uft geführt sind. Auch hier können 
wir uns, wie Abb. 20 zeigt, Zusatzschleifen über der lirde vorstellen, die die 
Leitungen in den Talmulden zu den wirklichen Lieitungsführungen ergänzen. Zu der 
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bisher betrachteten Wirkung der Erdströme 
tritt dann noch die Wirkung des Starkstrom- 
Luftfeldes auf die Schwachstrom-Luftschleife 
hinzu. Die tangentielle Feldstärke der Ober- 
leitung hatten wir an Hand von Abb. 13 be- 
reits in Gleichung (61) berechnet. Durch 
die Schwachstromschleife mit der Erdhöhe k 
und der l.änge / strömt daher ein magneti- 

\bb. 20. Fernwirkung des L.uftfeldes 
echer Fluß s 

auf Nachbarleitungen, 


D=-KkIN'=21J Pr sn, SER N Tee 





’ 


und damit ergibt sich in der Sekundärleitung eine Zusatzspannung durch Luft- 
induktion 
| hl 
Es — zl v "z£ Y & ° ’ 92) 


} . . . . . . . J» 


id) 
x 


Diese Spannung ist proportional dem Produkt der Erdhöhen beider Leitungen 

und umgekehrt proportional dem (Quadrat des Abstandes. Sie nimmt also im 

Gegensatz zu den Erdspannungen mit wachsender Entfernung sehr schnell ab. Ihre 

Phasenverschiebung ist stets 90° gegenüber dem Strom. 

Wir wollen die Größe dieser Spannung mit der durch Erdströme hervorgerufenen 

nach Gleichung (36) vergleichen. Ihr Verhältnis ist 
E3 2jhk (93), 
E; se o* Hy ( V ix 0) 

was bei gegebenen l,eitungshöhen im wesentlichen von der Entiernung o abhängt. In 

Zahlentafel VI ist der Betrag dieses Spannungsverhältnisses für eine Starkstromhöhe 

h=10m und eine Schwachstromhöhe k=5m bei feuchtem Boden für mehrere Fre- 

auenzen und Entfernungen ausgerechnet. 


Zahlentafel VI. 
Verhältnis der sekundären Lufit- und Erdspannungen. 











fin P/e o= 10m 0 100 m o—= 1000 m 
16 ?/3 0.10 0,18 + 10° 0.96 + 10°? 
50 0,11 0.22.» 10” 1.35 + 10°? 
150 0.13 0.29» 10”* 3.20» 10 1 


Man sieht, daß die Luftinduktionsspannung nur bei geringen Entfernungen 
eine merkliche Rolle spielt und bei größeren Abständen vollkommen gegenüber 
den Erdspannungen verschwindet. Hieraus erklärt es sich, daß man in der Praxis bei 
Schwachstromfreileitungen und Schwachstromkabeln in erheblichen Abständen 
von Starkstromleitungen genau die gleichen störenden Spannungen gemessen hat. 
Bei sehr großen Entfernungen nimmt #5 in Gleichung (93) sehneller ab, wie o* zu, so 
daß das Verhältnis wieder größer wird. Dann ist aber der Absolutbetrag der Spannungen 
so gering geworden, daß beide praktisch keine Bedeutung mehr besitzen. 


8. Doppel- und Mehrfachleitungen. 
Die Luft- und Erdfeilder in der Umgebung von 


Einfachleitungen, bei denen der Starkstrom durch -J vr, 

eine Leitung hin- und durch die Erde zurück- -17% 

fließt, sind uns nunmehr bekannt. Wir können A- 

leicht den Uebergang zu Doppelleitungen a 

nach Abb. 21 finden, bei denen der Strom hh 

in einer Leitung hin- und in einer zweiten | e/h,o) 





in mäßigem Abstande vonihr zurückfließt, TETRZ ITEMS IWEITMEE TIERE 
so daß die Erde gar nicht vom Betriebs- e—(" — 
strom berührt wird. Dennoch bilden sich in a. ; Mn ” 

ihr parasitäre Erdströme oder Wirbelströme xbb. ?1. Wirkung von Doppelleitungen 
aus, die davon herrühren, daß die von beiden die Ferne, 
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Leitungen induzierten entgegengesetzt strömenden Erdfelder ein wenig gegeneinander 
verschoben sind und sich daher nicht vollständig aufheben. 

Wenn die in der Nachbarleitung erzeugte Spannung FE sowohl vom Abstand o wie 
von der Leitungshöhe A der Starkstromleitung abhängt 


E=E(h, o) Ed ET Er Ve 
so ist die von der gesamten Schleife erzeugte Spannung 
{ E(h,o) SAW re © 


Im allgemeinen ist nun der Abstand der Hin- und Rückführung des Stromes in der 
lweitungsschleife einigermaßen klein gegenüber den Entfernungen A und e, so daß man 
mit Abb. 21 schreiben darf 


drei: dahr 2 u Herrn 35). 
Damit wird aus Gl. (05) 
E(h+dh,o-+do) Bst 0 re 
und das ergibt die resultierende Sekundärspannung zu 
)E x OE \ 
e— A, +4 re A 
ch ID 


Die Spannung ist also proportional den vertikalen und horizontalen Leiter- 
abständen der Starkstrom-Doppelleitung und wird außerdem durch die Differential- 
quotienten der Spannung der Einfachleitung nach diesen beiden Richtungen 
bestimmt. 

Hängt die Spannung E wie bei der Luftinduktion nach Gl. (92) von A und o ab, 
so ergibt die Doppelleitung durch Dififerentiation zwei Spannungsanteile, nämlich 


0” 9" 
x % 


Ank Y.ohk 
4 =—jloJ-2|— — 2 —) enter. se FE 


Davon ist das zweite Glied in der Klammer verhältnismäßig klein und nimmt mit der 
dritten Potenz der Entfernung, also sehr schnell ab. Horizontal nebeneinander geführte 
Doppelleitungen erzeugen daher keine merklichen Fernwirkungen durch Luftinduktion. 
Der erste Anteil von Gl. (099) jedoch, der durch den Vertikalabstand der Doppelleitung 
verursacht wird, nimmt nach demselben Gesetz wie bei Einfachleitungen mit der Ent- 
fernung ab, er ist jedoch im Verhältnis des Vertikalabstandes /, zum Erdabstande Ah 
eeringer als dort. 

Wichtiger ist wegen ihrer absoluten Spannungsgröße der Einfluß der Erdspannung 


nach (il. (36). Da dieselbe gar nicht von der Leitungshöhe A abhängt, so verschwindet 
der erste Dilferentialquotient der Gl. (0s), der sich auf vertikal übereinander geführte 
Doppelleitungen bezieht. Dagegen üben horizontale Starkstromschleifen mit 


dem Abstand /, nach dem zweiten Glied der Gl. (98) erhebliche Fernwirkungen aus. 
Dureh Differenzieren von G]. (36) erhält man unter Beachtung der Differentiationsregel 
von Gl. (44 


04 lIoJ'nı),.- V ‚ H, (Vjxo) er JR ii #3 KW) 
Das Verhältnis zur Spannung der Einfachleitung ist 
/ Ye 
e2 „Vim(Vixo 
| x) ee Fe . + © 
F - IIy V; H e 


und da die beiden Besselschen Funktionen für erößere Entfernungen im Betrage ein- 
ander gleich werden, so wird dies angenähert 


« ” ni E f f 
!=ılh,=2ml | ur 0 ee 
Ey 8 . 
Für einen l.eiterabstand / 2 m erhält man bei 50-periodigem Wechselstrom 
er 30 
"— 27: 200 = 2,8 9/00 
196) jo! 


Man sieht daraus, daß die Fernwirkung von Doppelleitungen nur ein geringer 
Bruchteil derjenigen von Einfachleitungen ist. 

Da die restierende Spannung lediglich durch den Horizontalabstand der Schleife 
bewirkt wird und gar nieht durch den Veıtikalabstand, so fällt bei senkrecht über- 
einanderliegenden Starkstromleitern die Fernwirkung durch Erdströme 
vollständig fort. Es ist dabei „leichgültig, ob es sich nur um zwei einphasige 
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Doppelleitungen oder um drei dreipbasige Drehstromleitungen handelt, da 
man sich die letzteren stets als Summe von mehreren einpbasigen Leitungsschleifen zu 
sammengresetzt denken kann. 

Dagegen üben die horizontalen Abstände der Drehstromleitungen Fern- 
wirkungen aus, Man be- 
stimmt sie am einfachsten der- u 
art, daß man in Abb. 22 den 
Strom J; als gemeinsamen Rück- J;P 
strom der Ströme Jı und Ja 
auffaßt, so daß man nur die —A— 
vektorielle Summe dieser beiden 
Ströme im Produkt mit ihren 
jeweiligen Horizontalabständen mn 
vom Leiter » zu bestimmen rn 
braucht. Dies ist in dem stark DE E; 
gezeichneten Linienzug der 1», »». 


en 

















e 
TSSNFETNESITESTEFDITSITE \bb. 23. 
RRETREENEN NE" RE — Resultierender 
Störstrom von 


Wirkung von Drehstromleitungen in Mehrfach- 
Abb. 23 geschehen und liefert die Ferne. leitungen, 


den wirksamen Vektor 4 .J, mit 
dessen (sröße und Phase man nunmehr in Gl. (100) einzugehen hat, um die Fernwirkung 
des Drehstroms zu bestimmen. 

Wenn die drei Ströme Jı, Jr, Js der Drehstromleitung nicht wie in Abb. 23 
symmetrisch sind, sondern ein schiefwinkliges Dreieck bilden, so ändert das an der 
Konstruktion des resultierenden Fernwirkungsstromes gar nichts. Wenn ihre Summe 
jedoch nicht Null ergibt, so daß das Dreieck sich nicht schließt, so deutet dies an, dab 
außer den lieitungsströmen noch ein Erdstrom 
fließt. Dieser darf natürlich nicht nach Gl. (100) oJ 
behandelt werden, sondern ist getrennt zu be- 
stimmen und in seiner Fernwirkung nach der 
früheren Gl. (36) zu berechnen. 

Bisher haben wir stets die Spannung be- 
trachtet, die in der Sekundärleitung gegen Erde 








erzeugt wird, und gesehen, daß sie erhebliche 77=2xX 

Beträge annehmen kann. Um diese Spannung a - 

von den empfindlichen Betriebsstromkreisen fern- a Fismeiniitn.: 
zuhalten, verzichtet man heute vielfach auf die Abb. 24. Beeinflussung von Sehwachstrom 
Rückleitung durch die Erde und wendet Doppel- Doppelleitungen. 


leitungen für Hin- und Rückführung des 
Schwachstromes an, so wie es Abb. 24 darstellt. Die Umlaufspannung in der Schwach- 
stromschleife ist dann als Diiierenz der Finzelspannungen jeder l,eitung gegeben durch 


Im) 


E(k,0)—E(k,0) . . 2 2 2 2... (103). 





e = 


Wenn man die horizontalen und vertikalen Abstände der Sekundärleitung als mäßig 
gegenüber den Entfernungen k und gE betrachtet und sie mit 


dk = 64; Be, re ee 5 TE 
bezeichnet, so ergibt sich die Spannung in der Schwachstromschleife zu 
.OE .OE 
Pe = Ö, + Ö 2 (105). 
Ok 00 


Für die Schleifenspannung der Luftinduktion nach Gleichung (2) erhalten wir daraus 


Ö : Rh Ö- h ‘) 


4 — -jtaJ2|( - 3 (106). 


” 7 
u” 9” 
N N 


Darin verschwindet das letzte Glied der Klammer wieder sehr schnell und nur das erste 
liefert merkbare Beiträge, deren Größe hier proportional dem Vertikalabstand der Schwach- 
stromdrähte ist. 

Es ist übrigens leicht möglich, die Abstände Ö, und Ö, der Schwachstromleitung 
so zu wählen, daß der Klammerwert der Gleichung (106) vollständig verschwindet, so daß 
gar keine Luftinduktionsspannung übertragen wird. Die Bedingung dafür ist 


(lUT). 
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sie ist in der lieitungsskizze von Abb. 24 verwirklicht. Diese günstigste Lage der Schwach- 
stromdrähte gegen die Luftinduktion nützt aber praktisch nicht viel, weil die Beeinflussung 
durch Erdströme weitaus größere Werte besitzt. 

Wenden wir die Berechnungsregel (105) auf die Erdspannungen nach Glei- 
chung (36) an, so erhalten wir analog der für Starkstromschleifen geltenden Gleichung (100) 
nunmehr für die Schwachstromschleife 


e%a=—=|w J:nxd, ' V; H, Vixo) . . . . . . . (108). 
Auch hier ist nur der Horizontalabstand Ö, der Schwachstromleitung maßgebend für 
die Uebertragung der Spannung, während ihr Vertikalabstand d, keine Spannungs- 
übertragung bewirkt. Im Verhältnis zur Erdspannunrg nach Gleichung (36) erhält 
man jetzt den Ausdruck 


/ if ;, 
fs l mn () 1X. 0) s \ 
En nne ud J . \ (109), 
E; M(Vixo 
der analor Glelchung (102) für größere Entfernungen übergeht in 
eo : i f 
"=xd,=2n0,| ee 
E93 8 


Für 20 cm Horizontalabstand der Schwachstromleiter ergibt das bei 50 Ps 


[2 50 
3 = )N-.( „= 0,28 0 
E » 101? 


00 h) 


also einen sehr geringen Bruchteil. Der Betrieb von Schwachstromanlagen wird 
daher durch Anwendung des Doppelleitungssystems außerordentlich viel 
störungsfreier. 

Will man nunmehr die Wirkung einer Doppel- oder Mehrfachleitung des Stark- 
stromes auf eine benachbarte Doppelleitung des Schwachstromes verfolgen, so muß man 
die Beziehung (VS) für die Starkstromleitung nochmals nach dem Schema der Gleichung 
(105) für die Schwachstromleitung diiferenzieren. Die Spannungen werden dabei noch 
wesentlich Kleiner, wir wollen die Rechnung daher nur für die Erdströme ausführen. 
Die Diiierentialquotienten nach A und %k verschwinden hierbei, und es bleibt für die 
Schwachstromspannung lediglich 
0” E 


wi; (111). 
Nun gilt für die Besselsche Funktion //, die Diiierentiationsregel 
od MT \ V;xo) | Fr \ 1 V; “0 / 
Vi“ W7r0 — — - | ir. ;° 
00 j’ j „ 0 | 


Damit wird die übertragene Spannung bei beiderseitigerÄnwendung von Doppel- 
leitungen im Verhältnis zu der Spannung bei beiderseitiger Einfachleitung nach Glei- 
chung (36) 





/ - 
eg | H(V,sx*o) | i P 
— — jat4,d,|ı1+j E a 3. + Dh 
E3 = x0 Hol} ji# 0) J 
Für z0 = 1, also für ziemlich große Leitungsabstände nach Zahlentafel IV, ist der 


Wert der eckigen Klammer von der Größenanordnung 2. Dort erhält man daher bei 
> m Abstand der Starkstromleiter und 20 em Abstand der Schwachstromleiter eine 
heduktion der Erdspannungen auf 


24m" 1 1,8:2=80°?. I_.200:20 = 16-108, 
Ey 8 10" 5 

Dieser sehr geringe Zahlenwert zeigt am besten, daß Störungen zwischen beider- 
seitigen Doppelleitungen kaum jemals zu befürchten sind, selbst wenn die 
durch Erdströme übertragenen Spannungen bei Einfachleitungen beträchtliche Werte von 
mehreren tausend Volt erreichen. 

Interessant ist jedoch, daß der Einfluß von Oberwellen bei einseitiger Doppelleitung 
nach Gleichung (102) oder (110) wie die Wurzel aus der Frequenz zunimmt, und bei 
beiderseitigen Doppelleitungen sogar proportional der Frequenz anwächst. 


9. Schlußbetrachtungen. \Man kann die durchgeführten Rechnungen auf etliche 
andere Probleme der Elektrotechnik anwenden, von denen wir einige besprechen wollen. 
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F. 


=] 


Wird die Hinleitung nicht über der Erdoberfläche geführt, sondern liegt sie in 
einem Tunnel, was bei Bergbahnen nach Abb. 25 häufig vorkommt, so fließen die 
Erdrückströme nicht in einem Halbraum, sondern in dem vollen Raum um die Hinleitung 
herum. Wir müssen daher au! der rechten Seite der Grund- 
gleichung (2) den doppelten Wert für die stromdurchflossene 
Fläche ansetzen. Dadurch erhält die rechte Seite der Diffe- 
rentialgleichung (8) ebenfalls den doppelten Betrag, und dies be- 
wirkt, daß die Ausbreitungskonstante <# von Gleichung (12) 


‚2 mal so groß wird, also 





= VYır”=2V2nY- (114). N 
8 € 0 
Auch bei der Bestimmung der Integrationskonstanten € in Glei- 
chung (13) muß über den ganzen Raum summiert werden, 
wodurch man die Hälfte des Wertes von Gleichung (16) erhält. ı»»b. >5. Stromführnne in 


Sämtliche Rechnungen bleiben im übrigen prinzipiell dieselben, las Wessnal, 
lediglich der Wert von * ist in dieser Richtung zu korrigieren, 

so daß die räumlichen Entfernungen 0 in den verschiedenen Tabellen auf 71 °/, reduziert 
werden. 

Bemerkenswert ist, daß Widerstand und Selbstinduktion der Erdströme für einen 
derartigen Tunnel-Leiter nach denselben Gleichungen (32) und (33) zu berechnen sind, 
Physikalich bedeutet dies, daß die Rückströme um eine Tunnel-Leitung, die durch den 
Uebergang vom Halbraum zum ganzen Raum den doppelten Querschnitt zur Verfügung 
haben, denselben durch die stärkere magnetische lRtückwirkung und die geringere Ein- 
dringungstiefe doch nicht besser ausnutzen Können. 

Legt man Seekabel auf die Grundfläche des Meeresbodens, so kann sich 
der Rückstrom sowohl durch den Halbraum des Wassers wie auch durch den Halbraum 
der Erde ausgleichen. Auf der rechten Seite von Gleichung (2?) muß man jetzt als Strom 
im Kreisring ansetzen 

(noi, F7ro(,) do=nov E (1 ‚u : )dao=au l, (1 + 


Su 


\)de . . (115), 


Sa 


wobei die Indizes w und e das Wasser und die Erde bedeuten. Der letzte Ausdruck 
rührt daher, daß die elektrischen Feldstärken an der Grenze beider Halbräume die 
gleichen sind 

Buhl 5 #5 8 35 + A 


so daß man anstatt der Stromdichten das Verhältnis der spezifischen Widerstände von 
Wasser und Erde einsetzen kann. Das Klammerglied der Gleichung (115) tritt alsdann 
auch bei der rechten Seite der Diiierentialgleichung (8) auf, und damit wird die Aus- 
breitungskonstante 


u / 
cv 8 | 1 Pr 
x \?” (1 + )=?al\rt + ) re 
Su 8, 8, 8; 
Da nun das Verhältnis der spezifischen Widerstände von Wasser und Erde etwa 
Sue 10" 1 
s 10% 100 


ist, so erkennt man, daß die Erde unter dem \Meeresboden fast gar nicht an 
der Stromleitung teilnimmt und der Gesamtstrom fast 
vollständig durch das Wasser fließt. Man hat bei Untersee- 
kabeln mit Rückleitung durch das Wasser daher praktisch 
genau die gleichen Verhältnisse der lalbraum- 
leitung vorliegen wie bei den hier behandelten Leitungen 
an der Erdoberfläche. Nur die Zahlenwerte sind wegen des 
viel geringeren %, das in Zahlentaiel I aufgenommen ist, er- 
heblich geändert. 

Wenn man nach Abb. 26 eine elektrische Starkstrom- 
leitung an einer KEisenfläche vorbeiführt, so wird 
diese bei geringem Abstande außerordentlich heiß. Die !___ 
Ströme im Eisen gehorchen ebenfalls den hier behandelten anb. 26. Wirbelströme in be- 
Gesetzmäßigkeiten, nur wird die Stromverdrängung wegen nachbarteım Massiveisen 
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der großen Permeabilität « des Eisens erheblich verstärkt. Diese Ziffer haben wir jetzt 
der rechten Seite der Gleichung (2) hinzuzufügen, sodaß wir für die Ausbreitungs- 
konstante x den Wert erhalten 
[ki . 
«= 2m Y*’ a ex: Wr 


Die hohe Magnetisierbarkeit des Eisens wirkt also genau wie eine entsprechend 
gesteigerte Frequenz, und da die Permeabilität je nach Stärke des Wechselstromes und 
dem Abstand des Kisens Werte besitzt, die in der Größenordnung einiger Hunderte liegen, 
und da auch der spezifische Widerstand des Eisens sehr gering ist, so muß man stets 
mit den für großes # und hochfrequente Ströme hergeleiteten Formeln rechnen. 

Will man die im benachbarten Eisen entwickelte Wärmemenge bereehnen, so be- 
stimmt man den Widerstand nach Gleichung (5S) oder (73) und erhält durch Multi- 
plikation mit dem (Juadrat des primären Stromes die Verlustwärme im Eisen zu 


v=-V2Vafs9. ia na nee 


Unter / ist hier die Länge des Kisens in Richtung des Stromes J zu verstehen, unter A 
der Abstand des Stromleiters von der Eisenoberfläche entsprechend Abb. 26. Die Formel 
setzt natürlich voraus, daß die seitliche Ausbreitung des Eisens erheblich größer als A 
ist, weil die Wirbelströme sich sonst nicht vollkommen ausbilden können. Ist die Eisen- 
fläche schmaler, so muß man mit einem angemessenen Abschlag rechnen. 


Ein Strom von 1000 A, der in einer Entfernung von AR= cm an einem Eisen 
klotz von der Länge {= 50 cm und dem spezifischen Widerstand s = '/;* 10° cem°/s vorbei- 


geführt wird, ruft bei f= 50 P/s und einer Permeabilität von u = 500 einen Verlust von 


5 500-5010? 
-fY3- | 99727 1000°- 10°? — 316 Watt 


hervor, der die obersten Schichten des Eisens in kurzer Zeit bereits stark erwärmt. 

Da die Wirbelströme im Eisen nicht aus der vorbeiführenden leitung stammen, 
sondern sich durch die hinteren (Jaerschnitte des Eisenklotzes zurückschließen müssen, so 
kommt zu dem soeben berechneten Verlust noch ein gewisser Zuschlag hinzu, der sich 
aber in der Größenordnung mit dem vorher besprochenen Abschlag wegen der Seiten- 
ausbreitung etwa die Wage hält. 564 


Zur Deformation der Dampfkessel bei hohem Druck. 
Von R. VOGEL in München '). 


euere Versuche, Dampfkessel fir sehr hoke Drucke (bis 100 at) herzustellen, haben 

ergeben, daß die Wandung an der Uebergangsstelle des Zylinders zur Kappe so 

deformiert wird, daß ein Gürtel von meridional gerichteten Falten entsteht. Es soll 
im folgenden der Grund für diese Deformation aufgezeigt und ein Hinweis für eine Kessel- 
form gegeben werden, welche faltenfrei bleibt. Dabei wird von Biegungsspannungen in 
der Kesselwand abgesehen, letztere demnach als eine biegsame Haut vorgestellt. Die 
Untersuchung ist damit in den Bereich der Membrantheorie gerückt und gewährt eine 
hinreichende Annäherung an die wirklichen Verhältnisse. 


1. Gleichgewichtisbedingungen. Der durch den Dampfdruck belastete Kessel 
befindet sich in einem Spannungszustand, der durch Richtung und Größe der Haupt- 
spannungen gekennzeichnet wird. Die Spannungsverteilung des Zylinders und der Kappe 
bildet nun einen Sonderfall jener Spannungsverhältnisse, wie sie auf einer Rotationstläche 
auftreten, wenn diese einem konstanten, normal zur Fläche wirkenden Innendruck aus- 
gesetzt wird. Die Hauptspannungen verlaufen hier aus Symmetriegründen in Richtung 
der Meridian- und Parallelkreise und heißen Meridian- bzw. Ringspannungen. 

Zu ihrer Bestimmung sei aus der Fläche ein Element A BU D herausgeschnitten, 
das von benachbarten Meridianen und Parallelkreisen begrenzt wird; an ihm werden die 

) Die einleitenden Abschnitte 1 bis 3 und die Ausführungen in 5 sind zum Teil einer Prüfungs- 
arbeit entnommen, die mir Herr Geh. Rat Prof. Dr. Ss. Finsterwalder in München im Jahre 1909 ge 
stellt hat: sie behandelte »Rotationsflächen unter konstantem Innendruck. insbesondere das Rotations 
ellipsoid«e. Die Anreeung zu der vorliegenden Arbeit verdanke ich gleichfalls meinem hochverehrten Lehrer. 








| 
I 
| 
| 
1 














‘ A : 7/tschr. f. anzew. 
30 Vorel, Zur Deformation der Dampfkessel bei hohem Druck Math. und Mech. 


übertragenen Spannungen als äußere Kräfte angebracht (Abb. 1). Die Flächennormalen 
in B und € bilden mit der Drehachse Z die Winkel $ und g+dg. Der Meridian BC 
habe in B die Krümmung 1/o, der Parallelkreis durch B den Radius r. Bilden die Me- 
ridiane AD und BC den Winkel dw, dann isst AB=rdw und BC=odyg. Ist nun 
/ die spezifische Meridianspannung auf AB, so wird längs AB die Spannung L=I!rdw 
übertragen. Die längs Ü D bestehende Spannung ist daan LA+dL=[|Ir+d(lr)| dw. 

Bedeutet g die spezifische Ringspannung auf BC bzw. AD, so besteht längs einer 
dieser Begrenzungen die Spannung Q=qgrdy. DBeide Ringspannungen kann man dann 
durch die Resultante 9:odg-dw ersetzen, die im Mittelpunkt M des Elements angreift, 
mit dem zu J/ gehörigen Parallelkreisradius zusammenfällt und gegen die Drehachse hin- 
gerichtet ist. 








Abb. 1. Abb. 2. 


Ist schließlich N der konstante, normal zur Fläche wirkende spezifische Innendruck 
so Ist die Belastung des Elements N» rdw-od9g, die in M angreift. 

Die am Element wirkenden Kräjite 

Irdw, iIr+d ({ r)\dw E 40 d ( dw und Nrdw 0 dl g 
sind nun im Gleichgewicht, wenn (Abb. 2) 
I. /rdw-sing Ir+dilr))dw-sin(p+dgy)+Nrdwody-cos(g+'kdg)—=0, 

IL. !rdwcosg Ir -+d(lr dı»cos(g dg Nrdwodg-sin(q + dog) gedgdw—V 
Ill. die Drehmomente der Kräfte sich aufheben 


Aus | folırt 


— /reosydg dır)sny+-Nrocosgdg 0), dlrsing))=Nrocosydg 
also 
N . 
! | Irecosydıq ee A 
ing, 
(0) 
wenn die ltotationsfläche ibre Drelachse senkrecht schneidet (g = 0). 
Daodg ds, dseossg—=dr, so wird das Integral zu r?/2, wenn für 9 = 
auch 0), Daher 
Nr 
(2) 
sing 


Aus II erhält man 


lı sin 7 d 7 Hd Ir) cos ‘7 } N ı u sin g dd Y 7 0 d J — (|) 


oder g=XNrsiny + 1/o ({rcosg). 
( vi 


b) 


“ 


0 
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Nun ist nach (1) 


d, & N Neos®’gro rl 
(Ircosg)—N cotg y:r0cos 9 - [" vcogdy= u 
day sing, sing sing 
0 
und daher wird 
ö ’ N cos? g+rT rl Nr rl 
g=Nrsing-+ _ —— — - | 
sın 4 osımng sın % Oo sın Y 


oder wegen (2) 
g=2i E = 1(2 - 4 ) (). 
osing esıng 
In Hinsicht auf III sei bemerkt, 
daß das Drehmoment der am Element 
wirkenden Kräfte von höherer Ordnung 
klein wird. 


2. Anwendung auf das Rota- 
tionsellipsoid. Die Kappe des Dampf- 
kessels sei nach einem Rotationsellipsoid 
eeformt, dann sind die Voraussetzungen, 
unter denen die in 1. erhaltenen Span- 
nungsformeln abgeleitet wurden (Senk- | 
rechtes Schneiden der Drehfläche mit / 
ihrer Achse und Nullwerden von r für | / 
g= 0) erfüllt. Die Formeln für die / 
spezifischen Spannungen / und g kön- Ä / 
nen deshalb auf die Kappe angewendet 
werden. / 

Der Meridian habe die Gleichungen / 








r=asına, 2 b-cos«, WE 


wenn « von der Drehachse aus gezählt 
wird (Abb. 3). Dann wird Abb. 3. 


er. . te ı sin a sin « 
— — hla ig  — ig T; sııny = & —=bja — bla il ) 
dr Vı 4 ter? y Vı g# sin u A Ed 
a’ — d# 


wo &— Ferner 


„ 


a” 
cos j cos « (5 
x — . . . . . ; )) 
j Ace a) 
Differenziert man (4) und beachtet (5), so wird 
ds 1 : $ 
= = \dar+de=a’bJ (E«). 
dg ( Y 


Substition in (1) und (3) gibt 
I=N?2-.a’bA(cea) . (6), q= N/2-a”b J(ea)Jj2 — — 4 . En 


Am Pol ist «—=0, also wegen A(0)= 1: 
= N/2.-a’lb, g = N/2-a’lb, 
Am Aequator ist «= 7/2, daher wegen A(er/2)—- Vı — ?—bja: 
.a=N/2a, gG:?=Nl2aj2 —a:lb’i . . 2 22.08). 
Die Spannungsänderungen werden durch 
al . r e’ sin? «a 
= — N/4 :a’ıb- ER 
da lea) 
e®sin?a| l 


er — re A 


1: (g u)) 


‘1 _ N/2.a’/b- 
da JI(ea) 
gegeben. Daraus folgt 
a) die spezifische Ringspannung ändert sich stärker als die spezifische Meridian- 
spannung. 
b) Da aus Symmetriegründen das Inteıvall 0 <«a< 72 genügt, so ist sin2« >0 
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Daher wird 
dl d q 


bzw. 0, je nachdem ®? To it - » : 2... (il. 
da da 


Beim langgestreckten Ellipsoid (&£? < 0) nehmen also beide Spannungen vom Pol gegen 


den Aequator hin zu; beim abgeplatteten Kllipsoid (&° > 0) nehmen sie in dieser Richtung 
ab; bei der Kugel (&* = 0) sind beide konstant 


3. Das teilweise gefaltete Rotationsellipsoid. Nach (7) wird die spezifische 
Ringspannung q9= 0, wenn 2 JS?(e«e)= 1 ist. Da diese Bedingung für &* < 0 nicht erfüllt 
ist, so folgt hieraus, daß das langgestreckte Ellipsoid und die Kugel nur allseitig gespannt 
sein können. Darüber hinaus gibt es auch noch abgeplattete Rotationsellipsoide mit durch- 
weg positiven Ringspannungen; diese letzteren nehmen aber nach (Il!) vom Pol gegen 
den Aequator hin ab 

Der erste Fall einer Nullspannung tritt daher am Aequator ein; die Rotationsellip- 
soide, bei denen dies vorkommt, sind durch die Gleichung 


2 .hl(enr/?)= | 
bestimmt. Danach wird 
21 —e)—=1I oder ı 


| 


"ührt man die Achsen a und D ein, so wird 
| (D a)’ — !/s oder ab—=V?2. 


Auf einen Rotationsellipsoid mit dem Achsenverhältnis a/b —V» ist also die spezifische 
Rinespannung am Aequator null. 


Ist «/b>V”, so verschwindet die Ringspannung schon vor dem Aequator an einer 
Stelle » < 72. Zwischen dieser Nullstelle «,» und dem Aequator wird dann die Ring- 
spannung negativ |siehe (8) und (11)|. Es breitet sich also zu beiden Seiten des Aequators 
ein Gürtel negativer Ringspannungen aus. Die Grenze «& desselben ergibt sich aus der 
Bedingung, daß für «, die Ringspannung verschwinden muß: 


>) 


| 


2 8° 


1° (x u, | oder sin’ & — 


Daraus ergibt sich: Je größer :” ist, desto kleiner wird «, mit anderen Worten: Je mehr 
das Ellipsoid abgeplattet ist, desto mehr breitet sich der Gürtel der negativen Ringspan- 


nungen gegen die Pole hin aus. Diese Ausbreitung ist jedoch begrenzt. Denn da a/b > V» ' 
muß ©? > "/s sein; anderseits muß €” < | sein, weil ein Rotationsellipsoid &° — 1 unter kon- 


stantem Innendruck nicht möglich ist. Daher ist «, an das Intervall 


Ih <sin’ u, <1 oder 1] <a <n/2 


eebunden. Demnach kann sieh der Gürtel der negativen Ringspannungen nur bis zu 
einer Stelle «, ausbreiten, die nahe bei “ > 45° liegt. 

Wird die Fläche als eine biegsame Haut vor- 
gestell, so können die negativen Ringspannungen 
nicht bestehen. Denn betrachtet man einen aus der 
Fläche herausgeschnittenen, von zwei Meridianen be- 
erenzten Streifen, an dem die Ringspannungen als 
äußere Kräfte angebracht sind (Abb. 4), so gibt es ein 
(sebiet I, das unter dem lüöinflaß der positiven Ring- 
spannungen quer gespannt wird, während in einem 
zweiten (rebiet II der Streifen durch die negativen 
Ringspannungen zusammengeschoben und gefaltet wird, 
bis die Spannungen verschwunden sind. Es entsteht 
demnach zu beiden Seiten des Aequators ein Falten- 
gürtel, der nur mehr in meridionaler Richtung, also ein- 
seitie gespannt ist. 

Die Formeln für die spezifischen Spannungen / 
und 7 können auch auf den Zylinder übertragen werden. 
Hier ist r = D/2, wenn D —= Durchmesser des Zylinders; 
ferner 9= 7/2 und o—=». Also wird nach (2) und (3) 


Abb. 4. i=Ni4D, qg=3iuN/3D. . (12) 
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Die beiden spezifischen Spannungen sind konstant und zwar ist die Ringspannung doppelt 
so groß wie die Meridianspannung. Ein Nuli- oder Negativwerden von g ist hier nicht 
möglich. 

Ist nun die Kappe des Dampfkessels ein abgeplattetes Rotationsellipsoid mit einem 
Achsenverhältnis a/b >V 2, so muß im belasteten Zustand eine teilweise Faltung in der 
Aequatorgegend eintreten, also an der Verbindungsstelle von Zylinder und Kappe. Bei 
niedrigen Drucken ist die Faltenbildung wegen der Biegungsfestigkeit der Wand noch 
nicht möglich; erst bei hohem Druck wird die Eisenwandung in ähnlicher Weise biegsam 
wie eine Haut unter geringem Druck. Die beobachtete Faltung hat also in der Kappe 
ihren Sitz; der damit verbundene Zylinder, der nach (!2) nur allseitig gespannt sein kann, 
wird in die Faltung mit einbezogen. Damit ist der Grund für die Erscheinung aufgezeigt, 
die bei den Versuchen an Dampfkesseln unter hohem Druck beobachtet wird. 

Zur Vermeidung der Deformation ist die Kappe mit einem Achsenverhältnis a/b < V» 


zu bilden, d.h. so in der Höhe zu bemessen, daß b>a/V 2 wird. Da a = D/2 (D — Zy- 
linderdurchmesser), so kann die Konstruktionsbedingung auch in der Form gegeben werden 


BDEIEES, 2. a een 


4. Die Spannungsverhälinisse auf dem Dampfkessel. Die Zylinderspannungen 
sind nach (12) 


.=N4D=Nl2a, geil Na . . . ...,+ GO 
Eine nach der Bedingung a/b <V 2 geformte Kappe erfährt nach (6) und (7) die positiven 
Spannungen : . 2 
p 8 = N 2.a”/b JS (e r), nl }ı - | i ’ } . (15). 
JI® (ea) 
Durch Vergleich von (14) und (15) folgt: | 
lu —=|l..qa bJ(e ) ö Ir q .a/bA(e «)}1 _ . . 
2 J’ (ea) 


Nach (11) nehmen die Spannungen /, und q, vom Pol gegen den Aequator hin ab. Die 
Minimalwerte der Spannungen bestehen am Aeqnator und sind wegen A (e 7/2) — b/a 
Dal; n/2Q9x = Qe {1 — "la a?]b*}. 

Beim Uebergang vom Zylinder zur Kappe ist also die spezifische Meridianspannung stetig, 
während die spezifische Ringspannung einen Sprung erfährt im Betrag ı |! — '/s a?/b?} q.. 

Die Maximalwerte der Spannungen sind am Pol der Kappe; wegen J(80)— | 
ist hier 

olx = Il.» alb B 09x = Ge g.* a/b. 

Führt man nun g. als Spannungsmaß ein, so wird wegen (14) 


r/2 I = lag ‘mp r/2Qı = 11 — Ile 


a’/b’Yq, 
und ol = 'haalbgq., 09 —=!Nsalb*gq.. 
Unter Berücksichtigung der Bedingung a/b<V 2 erhält man schließlich 
2 = "ge, 2 = O9, 
wo 0 <@)< N! ist, wenn man die Halbkugel als Grenzfall nimmt (a/b — |) 
olx < V »/» FR 0x < V »1» a a Na Ba (16). 


Die Spannungsverteilung auf dem Dampikessel ist also so beschaffen, daß die Spannungen 
der Kappe durchweg kleiner sind als die Ringspannung des Zylinders. 


5. Kappe ohne Ringspannung. Von Interesse ist noch die Frage, ob die Form 
der Kappe so gewählt werden kann das sie nur mehr einseitig in meridionaler Richtung ge- 
spannt wird, also keine Ringspannungen mehr hat. Nach (3) ist die Ringspannung einer 
Rotationsfläche, die ihre Drehachse senkrecht schneidet und einem konstanten Innen- 


drucke ausgesetzt ist R 
g=ila- ) 
osiny 
Damit die Fläche ringspannungslos wird, muß ihr Meridian so geformt sein, daß er die 
Bedingung r 
2)—- ——elI ...:..: 0.0... (NM) 
O0 sın $ 
erfüllt. Da aber - die Länge der Normale bis zur Drehachse ist, so muß bei diesem 


sin Yy 


), 
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Meridian die Normale doppelt so groß wie der Kriümmungsradius sein. Die Kurve von 
dieser Eigenschaft ist nun eine ebene elastische Linie, die ihre Bezugsachse, d. h. die Linie 
der spannenden Kraft, senkrecht schneidet, wie folgende Ueberlegung lehrt. 

Die allgemeine elastische Kurve ist durch die Gleichung 


or Eee te 
gegeben. Daody=ds und ds:-cosy—dr, so geht (18) über in 
di E oder p® Gsn9o+Ü .. . ++. 19). 
cos g .d Y 
Da ferner ds-»siny dz, so wird nach (I!) und (19) 


dz . ® ' 
| C sın Yf Hi ( 2 = ( 
sinydyg 
woraus 
‘ z sin Y dı / \ 
r ( ( 20). 
. \ CC sin g + Cs 


Durch die Gl. (19) und (20) ist die allgemeine elastische Linie in Parameterform gegeben. 
Behandelt man die Differentialgleichung (17) in analoger Weise, so erhält man 


d 
> sin % r—0, 
c0oSsg tg 
woraus "=-K'"soW. 2 2 2 2 2220.20... (21). 
Ferner dz 
> sin y r=0 
sin g dg 
oder wegen (2 
sIVK-siny dy ra 5 


\ 


“ 


'I) und (22) geben die Meridiankurve der ringspannungslosen Fläche in Parameterform. 
Setzt man nun in (19) und (20 


CG=K, C; 0 G==KÄK/3 


so erhält man die Gl. (21) und (22 Der Meridian einer ringspannungslosen Fläche ist 
also eine ihre Bezugsachse senkrecht schneidende elastische Linie mit den Gl. (21) und (22). 

Zur Bestimmung der Konstanten K dient im Fall, daß diese einseitig gespannte 
Fläche als Kappe des Dampfikessels vom Zvlinderdurchmesser D verwendet wird, die 


Bedingung, daß für y 2/2, r=D/2 sein muß. Dann ist nach (?1) K = D?/4, also 
= D/2Vsiny, =D fi siny dy 23) 

Klimination des Parameters y führt zu der Gleichung 
vu 5 Kae 


J VD! - 16 r* 


Ks ist noch zu bestimmen, welche Werte die Meridianspannung der nach (23) ge- 
formten Kappe annimmt. Nach (3) ist 


A m = 
112 ). daher nach (2) g= (A _ ). 
esing sin Y oO 
Da nun q 0 ist, folgt 
| No ; (25 
Nun ist wegen (29 
dr | D cos D | D D D* 
m) i } = . en . — (26) 
’ u; ) & 4 ) x N 
cos y dy / - 22V sin y ' V siny u 
Daher wird 
NND 1 
! (27) 
x Y' 
Ist » D 2, so wird unter Berücksichtigung von (14) 
ND 
UpJ2 „Er are ne DR 
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Für r=0 wird dagegen 
a 
deshalb kann die elastische Kurve (24) nicht in ihrer ganzen Erstreckung von r — D/? 
bis r—0 als Meridian einer rivgspannungslosen Kappe verwendet werden. Ersetzt man 
sie daher von r=[r, bis r—= 0 durch einen Kreisbogen, der 
mit gleicher Richtung an die elastische Linie anschließt und 
den Radius Z hat, so ist (Abb. 5) zunächst 


’ 


r/R= sin 9, anderseits nach (23 r] D/2N sin Yı, 
also wird 





. Ir 2 D: 
RA: 
R u” 4 ” 
Nach (11) sind nun die beiden Spannungen auf dem durch 
den Kreisbogen bestimmten Kugelabschnitt konstant, und zwar 





N ND® 
# == Ja =— R — 

2 8 71 

Ferner ist nach (27) 
ND: ı 
l, . ; R ö } ° (30). 
= r| 
Daher ist „=/ı, d. h. beim Uebergang von der ringspan- Abb. 5. 


nungslosen Zone zum kugelicen Abschnitt ist die spezifische 
Meridianspannung stetig. 

Aus (29) ersieht man: Je näher der Uebergaı £ beider Kappenteile ineinander dem 
Pol liegt, desto schwächer muß der kugelige Teil gekrümmt werden. 

Nach (27) nimmt die spezifische Spannung des einseitig gespannten Kappenteils 
mit der Annäherung an den Pol zu; also ist nach (28) beständig 


L>1I oder wegen (14) I>Tsgq.. 


6. Diskussion der Spannungen. ı. Damit nun! die Zylinderspannung 4. nicht 
übersteigt, darf höchstens 


I, _— qQ: 
sein. In diesem Fall ist nach (30) und (14) 
ND’ ı .D D 
=N—, wru n=—, 
8 r| 2 } 
Der zugehörige Radius des Kugelabschnitts ist nach (29) 
R=-D. 
Die elastische Linie hat nach (26) an dieser Stelle den Krümmungsradius 
D* D 
0] Pen 
Be ‘) 


ı _ 
seide Meridiankurven der Kappe gehen daher mit einem Spiung in der Krümmung vom 
Betrag 1/D ineinander über. Beim Uebergang vom Zylinier zur Kappe springt die 
ei 1 u D“ D lat ER? 
Krümmung um = , denn nach (26) ist 0,2% = —= . Gleichzeitig ändert 
PR I 8-DI2 | 

sich die Ringspannung innerhalb der Kappe beim Uebergang ihrer beiden Teile plötzlich 
um den Betrag q.. Ebenso groß ist die sprunghafte Aenderung dieser Spannung an der 
Verbindung des Zylinders mit der Kappe. 

In Hinsicht auf den Krümmungssprung sind also die beiden Kappenteile günstiger 
zusammengesetzt wie Zylinder und Kappe. während die Sprünge in der Ringspannung 
eleich sind. 

2. Will man die Zusammensetzung beider Kappenstücke anch hinsichilich des 
Sprungs der Ringspannung günstiger gestalten. so muß man dafür sorgen, daß 

!, N. (le 


ist. Die elastische Linie ist dann bis zu einer Stelle zu erstrecken, deren Parallelkreis- 


radius “ 
" > > D 1 


ist. Siehe (30). Dann wird aber nach (26) o, <{ D/2 oder 
l D; > 2/D. 
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ar | p? i m, ' 
Nun ist nach (?6) o, = ‚ während nach (29) 4 | ist. Daher gilt allgemein 
- | > 27 2 
vo —= I 2 
und es ist der Sprung der Krümmung immer 
l ” l/R l/R= hr, 5 . . . . . . . . (31) 
|wegen (29)]. 
Im Fall », > D/4 wird daher der Krümmungssprung 
l/0oı — 1/R>1/D. 


Die Verbesserung der Kappe in mechanischer Hinsicht ist demnach mit einer Verschlechte 
rung in geometrischer Beziehung verbunden. 

3. Die maximale Verbesserung nach der mechanischen Seite hin wird formal er- 
halten, wenn man die Kappe so konstruiert, daß 

l, = I, 2qQ 
wird. Dann ist nach (50 r D/»2 
zu machen, also die Kappe als llalbkugel zu formen. 

Damit müßte nun die maximale Verschlechterung nach der geometrischen Seite 

hin eintreten, da der Krümmungssprung (31) 

i 01 ° l R _- tr j» 
für 7, = D/2 seinen maximalen Wert 2/D annimmt. Dieser Sprung in der Krümmung 
kommt aber an den Rand der Kappe zu liegen und fällt mit dem Krümmungssprung an 
der Verbindung von Zylinder und Kappe zusammen. 

Die Kappe hat nunmehr eine durchweg stetige, konstante Krümmung 2/D, also 
eine maximale Verbesserung auch nach der geometrischen Seite hin erhalten. Der Sprung 
der Krümmung an der Verbindung von Zylinder und Kappe beträgt jetzt 2/D „egenüber 
I D bei zusammengesetzter Kappe. Es sind demnach die geometrischen Verhältnisse der 
ganzen Kesselwandung durch den halbkugelförmigen Abschluß am günstigsten geworden. 

Da ferner die Ringspannung der Kappe 

Ja # / 2 q 
wird, wenn man letztere als eine llalbkugel formt, so ist der Sprung dieser Spannung 
beim Uebergang vom Zylinder zur Kappe ',q., gegenüber 9. bei zweiteiliger Kappenform. 
Also sind auch die mechanischen Verhältnisse der ganzen Kesselwand bei halbkugel- 
förmigem Abschluß am günstigsten gestaltet, wenn man minimale Spannungssprünge anstrebt. 

Die ursprüngliche mechanische Besonderheit der Kappe, teilweise ringspannungs 
los zu sein, ist jedoch verschwunden; sie ist wieder allseitig gespannt. 

t. Bei ellipsoidaler Form der Kappe ist der größte Wert, den jede der beiden 
Spannungen /, und g, annehmen kann, gleich Y 2/2 g.. Siehe (16). Er tritt am Pol eines 
nach dem Achsenverhältnis @«/’b — | 2 konstruierten Halbellipsoids ein, dessen Höhe also 

/ . a a , . ra . 
b=a2V2—=D/4V >» ist. Soll dieser maximale Spannungswert auch für die zusammen- 
resetzte KNappeniorm gelten, also 

!ı | 2/2 q 
sein, so ist nach (30) und (14) erforderlich, daß 
N D*’js- ı/r, V»2/2-NDI2 oder r, = D/j4Y2 
wird. |Man beachte die merkwürdige Beziehung 7, =b, die auch allgemein im Sinne 
von (13) gilt!) 
er Radius des zugehörigen Kugelabschnitts wird -nach (29) 
R= D 4 | 2» 
Die elastische Linie hat an der Stelle den Krümmungsradius 
0, D- 8, = D/4 | 8 

Beim Uebergang beider Meridiankurven besteht also ein Sprung in der Krümmung vom 
Betrag ) 2/D. An der Verbindung von Zylinder und Kappe springt die Krümmung um 
den Wert 4/2. (Siehe unter |.) Denselben Krümmungssprung erhält man auch bei 
ellipsoidaler Form der Kappe im Fall ab= | 2 oder b= D/4\ 2. Denn hier ist nach 2. 

I ü | t 


0,—=b!/a=DA4, = 


+) ‚) 











e 


en 
es 
so 


a 


ne 


om 


um 
bei 








Band 5, Heft 5 i : 
Oktober 1925 Müller, Ermittlunz von Auftriebsinvarianten vorgeerebener Profile 307 


7. Schlußbemerkung. Zum Schluß sei noch eine Frage gestreift, die durch die 
Erörterungen in 5 hervorgerufen wird. Dort wurde „ezeigt, daß der Meridian einer 
ringspannungslosen Drehfläche, die ihre Achse senkrecht schneidet und einem konstanten 
Innendruck unterworien ist, eine elastische Linie ist, welche ihre Bezugsachse rechtwinklig 
durchsetzt. Man kann nun fragen, ob nicht auch die allgemein elastische Kurve als 
Meridian einer einseitig gespannten Fläche verwendet werden kann. 

Nach (25) muß bei einer ringspannungslosen Fläche 

L= NDo 


“ 


sein, also nach (1) 


N 
rocosydy=NDo ideen. ja Pe 


‚sing, 
v) 
Diese Beziehung ist jedoch an die Voraussetzung geknüpft, daß die Drehfläche ihre Achse 
senkrecht schneidet (y = 0). Eine von dieser Annahme freie Beziehung für eine ring- 
spannungslose Fläche erhält man aber durch Difierentiation von (32) nach y. Man 
bekommt dann 
d d 


"00c8y= _ (ersing), woraus sin y (or) = 0 
dg dy 

folgt. Da nun nicht mehr y — 0 vorausgesetzt ist, so wird sin y=+0 und daher muß 

d 

(0 r) zu () 

dag 
sein oder 

0 -r—Ü(. 


Dies ist aber die Differentialgleichung der allgemeinen elastischen Linie, deren Integration 
zu den Gleichungen (19) und (20) führt. 

Formt man also den Meridian einer Jrehfläche, die einem konstanten Innendruck 
ausgesetzt wird, nach einer allgemeinen elastischen Kurve, so wird die Fläche ebenfalls 
ringspannungslos. 446 


Die Ermittlung von Auftriebsinvarianten vorgegebener Profile. 
Von WILH. MÜLLER in Hannover. 


n einigen in dieser Zeitschrift veröffentlichten Aufsätzen!) ist das System der Aujitriebs- 

invarianten von '[ragflächenprofilen allzemein und für viele besondore Fälle im An- 

schluß an die bekannten Arbeiten von v. Mises‘) untersucht, namentlich die Aufgabe 
behandelt worden, zu einer gegebenen Auljtriebsverteilung, die theoretisch durch das 
System der drei Grundachsen festgelegt ist, alle möglichen Profilformen durch eine 
konforme Verzerrung des Kreises und damit gleichzeitig das zugehörige Äußere Strömungs- 
feld einer idealen Flüssigkeit auf konstruktivem Wege abzuleiten. Es wird nun von 
Interesse sein, der umgekehrten Fragestellung nach der rein theoretischen Bestimmung 
von Auftrieb und Auftriebmoment für eine graphisch gegebene Profilkurve einige Auf- 
merksamkeit zu schenken. 

Im folgenden werde ich die bereits vorliegenden Aufsätze zu diesem Problem kurz 
zusammenfassen und ergänzen an der Hand der früher gegebenen Beziehungen, um 
schließlich einige aus der Göttinger aerodynamischen Anstalt stammenden Versuchs- 
resultate mit der Theorie vergleichen zu können. 


1. Vorbemerkung. Die Lösung der Aufgabe zu einer gegebenen geschlossenen 
‘Jordanschen) Kurve in strenger Weise den »Grundkreis« oder die vermittelnde Funktion 


G=2+H ee er a u u 5 


I) Ebene Profilströmung mit Zirkulation. diese Zeitsehrift. Bd. 3. 1923. S. 117 bis 128; 


Zur Konstruktion von Tragflächenprotilen. Ztschrft. Bd 4, 1924. 8. 215 bis 231; Ueber die Form- und 
\uftriebsinvarianten für eine bes. Klasse von Flügelprofilen. Bd. 4. 1924. 8.5389 bis 404; ich werde 
diese Aufsätze als »)P I«, »P II« und »P III«e zitieren. 


*), Zur Theorie des Tragflächenauftriebs. ZFM, 1917. S. 157; 1920, 8.68 u. 87 
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zu finden, welche das Aeußere (z) des Profils schlicht auf das Aeußere ({) des Kreises 
so abzubilden gestattet, daß das Unendliche identisch in sich selbst übergeführt wird, 
begegnet im allgemeinen größeren Schwierigkeiten, die nur unter speziellen Annahmen 
behoben erscheinen. In unserem Falle besteht die große Erleichterung darin, daß die 
meisten der in der Praxis verwendbaren Flügelprofile nicht sehr erheblich von den ge- 
wöhnlichen Joukowskvschen und den verallgeemeinerten Joukowskyschen Formen ab- 
weichen; berücksiehtigt man ferner noch die Konstruktion von Profilen aus der Ellipse, 
die auf eine zweimaliee Anwendung der Joukowskv- Transformation 
c . L° 


s—l- N . . . . . . . . . (2) 
« j g« 


hinauskommt'!), so hat man eine genügende Anzahl von konstruktiv leicht zu über- 
sehenden Vergleichsfiormen zur Verfügung, um die Invarianten eines gegebenen Profils 
mit großer (renauigkeit auffinden zu können. 


2. Herstellung einer kreisartigen Kurve. Wenn das Profil sich einer Jou- 
kowskyschen Form annähert, so kann man es in eine kreisartige Kurve (Cr. überführen 
durch eine Transformation vom Typus (2), sobald es gelingt, die Bezugsachsen und die 


1‘ . & y 
Potenz« c, — der dem Profil am nächsten kommenden Joukowskvyschen Kontur aus- 
findie zu machen. Aus der Form 
1.3 9-1 x 
_— - . . . . . . . . 0) 
2.1 EFT 
erkennt man, daß die Punkte Ü =!'2 und 2—=/, ebenso Ü = —!/2, z= — | sich gegen 
seitig entsprechen. Man läßt nun die Spitze A des Profils in den Punkt z= —/! und 


etwa dem Krümmungsmittelpunkt B des Vorderendes in den Punkt z— -+/ fallen, nimmt 
also die Mitte von AB als Anfangespunkt, dann gibt die als x-Achse zu benutzende Ver- 
bindungslinie AB angenähert die Riehtung der 2. Profilachse. Zur punktweisen Kon- 
struktion von (vr, auf die ich mich bier nicht einlasse, benutzt man die Systeme der zu 
A und B als Brennpunkten gehörigen konfokalen Ellipsen- und Hyperbelscharen in der 
z Ebene, die in die konzentrische Kreisschar um den Änfangspunkt und das entsprechende 
orthogonale Strahlenbüschel der Ö-Ebene übergehen. Zur Entscheidung, ob das Profil durch 
ein Joukowskvsches ersetzbar ist, dienen foleende Kriterien. 1. Die mittlere Wölbungs- 
linie muß kreisförmig sein, es darf also keine S-Kriimmung vorkommen. 2. Die größte 
Dieke muß im vorderen Viertel lieven. 3. Das Profil muß die (Juerachse unter absolut 
gleichen Winkeln, d.h. so schneiden, daß die Halbierungslinien des Winkels zwischen 
beiden Schnittangenten parallel der Längsachse verläuft. 4. Die Halbierungslinie des 
Winkels zwischen der Tangente in der Spitze und 2. Achse muß der ersten Achse (Ver- 
bindungslinie des der Spitze A entsprechenden Kreisstaupunktes A, mit dem Kreismittel- 
punkt Mu) parallel sein. 5. Die größte senkrecht zu AB gemessene Dicke ist = 5,2 0, 
wenn Ö den in der Richtung der I. Achse vemessenen Abstand des Punktes M, von der 
y Achse bedeutet. 

Wenn das Profil am Hinterende eine Ecke hat, d. h. wenn die Tangenten hier 
einen Winkel U mit einander bilden, so legt man vorteilhafterweise zunächst die Trans- 
formation . - _ URN 


® 
u er, . . . k . ’ 2 +) 


zu Grunde, indem man wieder den Punkt A(-—/) in den hinteren Eckpunkt und den 
Punkt B(+[!) in den Krümmungsmittelpunkt des Vorderendes legt, ferner k= 2 — Ur 
setzt’). Die konstruktive Durchführung «er Transformation geschieht, wie bereits früher’) 
gezeigt wurde, durch Vermittlung zweier Kreisscharen in beiden Ebenen. Man kann 
natürlich auch, wie im vorhergehenden Fall, von vornherein die beiden Kurvennetze 
zeichnen und das zu analvsierende, maßstäblich der Figur angepaßte Profil so in das 
eine Netz legen, daß der Eckpunkt in den Punkt A, der Krümmungsmittelpunkt der 
Vorderkante in den Punkt B fällt. Dann geben die entsprechenden Punkte des andern 
Netzes sofort die kreisartire Bildkurve. 

Die Kriterien für die Ersetzbarkeit des Profils durch eine Treiftz-Kärmänsche 
Form sind meiner früheren Arbeit) zu entnehmen. 


I) vgl P II. S. 390. 
-, Trefftz-Karman. ZFM 1918, Heft 17/18. S. 111 
P II. 8, 213, 
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Die Ueberlegung und Erfahrung zeigt nun, daß man in jedem Falle, wenn auch 
durch mehrmalige Anwendung des Transformationsverfahrens das Profil in eine Kurve 
von kreisähnlicher Beschaffenheit verwandeln kann. Wenn man durch die erste Um- 
formung eine ellipsenartige Kurve 
mit den Halbachsen a, 5b erhält, so 
wird eine zweite Transformation in 
bezug auf die Längs- und Quer- 
achse als Bezugsachsen und mit 
der Potenz cı —= '/s (a? — b?) diese 
Kurve in eine neue geschlossene 
Kurve verwandeln, die um so kreis- 
ähnlicher ist, je ellipsenähnlicher 
die erstere ausfällt. Bei den 
Göttinger Profilen 311 und 390, 
für die die Konstruktion durch- 


























geführt ist, erhält man durch die Profil 317 
erstere Umiormung fast genau eine 
Ellipse (Abb. ı, 2). Für den all- \bb. 1. 


gemeinen Fall, für den die erste 
Kurve weder kreis- noch ellipsen- 
artie ist, hat Geckeler') allge- 
meine Kriterien dafür angegeben, 
daß durch eine nochmalige An- 
wendung einer Transformation vom 
Charakter (2) ein Kreis entsteht, 
resp. ein Verfahren, um Achsen: 
kreuz und Potenz näherungsweise 
zu finden. Die Profilinvarianten 
sind dann ohne Schwierigkeiten 
mit Hilfe der in P III gegebenen 
Formeln rechnerisch und zeome- 
trisch festzustellen. 


3. Die Umwandlung der 
kreisartigen Kurve in einen 
reinen Kreis. Um die durch eine Abb. 2. 
oder mehrere T'ransformationen ge- 
wonnene kreisartige Kurve ( in einen Kreis zu deformieren, wenden wir ein auf dem 
Prinzip der harmonischen Analyse beruhendes Verfahren an, dessen Grundansätze in der 
bereits zitierten Arbeit von Trefftz-Karman ohne nähere Begründung angegeben sind. 

Die Funktion, durch welche die Uebeführung der Profilkurven (C; in (% geleistet 
wird, möge die Entwicklung haben 








Profil 3I0 


woraus ba) 


ie) 


sich ergibt. Ist z. B. das Profil durch die Funktion (4) transformiert, so hat man 


£ (1;? 1 ) l- NER 1’ 2 1 
4 = zZ” Pr — : l - | zZ r r (i 
) k“ z ’ k z 


Führt man dagegen nacheinander die Transformationen aus 


(2 au a—l "_n»n,» 
g"+Ik +1" we, 
so wird R 1 
peid +2 — 
) ke? ö 
=& 7 ( ' 


wo © der Winkel zwischen den Achsensystemen bedeutet ?). 


I) ZFM, 10. Heft (1922), S. 137 u. 13. Heft (1922), S. 191 


2) vVel. P III, S. 404. 
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Da es zunächst nur nötig ist, Cv überhaupt in irgend einen Kreis zu verwandeln, 
mit dem dann auch sofort der Grundkreis bekannt ist, zeichnen wir zweckmäßigerweise 
denjenigen Kreis Aı, welcher mit Cr eine Tangente, etwa in dem der Spitze A ent- 
sprechenden Punkt A’ gemeinsam 
hat und denselben Flächeninhalt 
besitzt (vgl. Abb. 3). Seien r, 
die Polarkoordinaten der Punkte 
von Cr in bezug auf den Mittel- 
punkt M des Kreises als Pol und 
A’ M als Achse und sei AR der 
Kreisradius, so ist 








I). 


” 


9 ur er 
= | r dw (8 ). 
‚u we 


v) 








| Die Bestimmung kann also sofort 
Profil 125 durch Planimetrieren der Fläche 
von (Cr erreicht werden. 
\bb. 3. Die Radienvektoren r werden 
sich um kleine Größen © vom Ra- 
dius Z unterscheilen. Setzt man = R-+ 0, so findet man durch Entwickelung von (8) 


>r Zr 


() IE o®dw+R | odw . : . . ; . (Sa), 
0) O0 
f> 
woraus sich ergibt, daß das Integral jed w in den Rechnungen vernachlässigt werden kann. 
Stellt man nun die Werte von 6 in einem entsprechend vergrößerten Maßstab als 
Funktion der Kreisperipherie resp. des Winkels » dar, so erhält man ein Bild wie das 
der Abb. 4, d.h. einen Linienzug, der bald oberhalb, bald unterhalb der W-Achse ver- 





Darstellu ng der Funkt on 3% [Profil 125] 
\bb 4. 


läuft und mit dieser Achse und der Vertikalen % = 0 und Y= 27 Flächen begrenzt, 
deren algebraische Summe — 0 ist. o kann als eine periodische Funktion von w mit der 
Periode 27 angesehen werden. Man kann daher folgenden Fourierschen Ansatz machen 


z 


op ky + dı C0OSW+«' c82Vd +... + Pı sinw + Ps sin2w+... (9), 


woraus in bekannter Weise für die Koeffizienten folgende Werte sich ergeben 


) zZ )- 


ı [, A ip | 
ko Ku W)dV—=0, u = | o(w)coonwdw, Pu= s(w)sinnwdw (10). 
an |} ’ m, J 
() () () 


Um nun das Außengebiet von € konform auf das Außengebiet von K} zu über- 
tragen, setzen wir zunächst eine Entwickelung der folgenden Art an 


1 7 ar 
hei a rs + A 


| 01 Co u —[1)* 


+ 


worin [, auf den Kreis Ai, die Koordinate Ü auf ©» sich beziehen und {: die Koordinate 
des Mittelpunktes von Ah bedeutet. Infolge der geringen Abweichung beider Kurven könren 
wir die Koeffizienten 7ı 7%»... und den ımaginären Bestandteil von 7. als klein voraus- 
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setzen und daher ihre höheren Potenzen vernachlässigen. In Polarkoordinaten bezogen 
auf M drückt sich die Gl (11) folgendermaßen aus 


ıl A .) 


f I, e wo; yıe’Y vaeT-!1, 
— (Yo + 4 BR at ee 
R R+o R+o (R + 0)” 


und es ergibt sich daraus durch Gleichsetzung der absoluten Werte rechts und links 
1 1 yıe id y3 a” 2iy 


1 
= /9% + == +... = -|u+iv|. . (13). 
R R+o R+o0o (R + 0)“ R+ 0 


Setzt man 1; —=«%-+tP;, so erhält man für vu und » foıgende Ausdrücke 


&] cos w a3 cos 2 w Pı sin w 9 sin 2 w 
u=(—+ + in ee. . + —r... 
R+o6 (R + 0)? R+o0 (R + 0)° 
a sin w ag sin 2 w Pi eos y Ba cos2w 
— Do -— _— —_ m... —+ — 
R+o (R + 0)“ R+o (R + 0)° 


Wenn man die höheren Potenzen von «,, P; unterdrückt, so findet man fir den absoluten 
jetrag folgenden Näherungswert 


a, co8 ıy a9 cos 2 w Pı sin w 3s sin ? y 


u+rivi- o(1+ —+ Fa En 1 > — 4 .) 
ao(R-+ 0) ao (R + 0)“ ao (R +9) ag (R +0 
“ | | us 
Benutzt man ferner die Reihenentwickelungen für und , und vernachlässigt 
+0 t + 0) h 
or e 
wieder , a 80 geht (15) über in 
B e 
R+o ‚01 cos w a4 cos 2 w ‚ Ph sin v 
_ — &o (1 1 u = + oo. ug — 2 ) 
75 0 R ao &k“ aoR 
oder 
9 ” >- ” 
= C0SW+H —- C82W% +... +Pısinw +" sin2w+4 
R R 
und durch Vergleich mit (9) ergibt sich 
, 192 j az ' ) Dr) 8° I 93 ' 
G— |] A = (ı =(3 =%;, Pı =Pıı —=P: ——=ß (14). 
OR A sn r RO m 
Wir gewinnen also für die Größen «, und ; die Integralausdrücke 
Ir 2r 
ı f , : / . 
= o(w)coswdw, Bd = c(w)sinwdw 
7T TT ) 
0 0 
2r It 
1 R 1 ra 
(ty — o(w)cos2wdw, B; — o(w)sin2wda  « kb). 
T, 7 | 
0 0 
2r Ir 
2 1 ” i Be er l Pr ‘ u; ) 
yı = o(w)cose='"dw, Yyı = s(w)er'td JE 
Wr. “ . 
0 0 





Die noch übrig bleibende Größe Pf, bestimmt sich aus der Festsetzung, daß der Punkt 4’ 
bei der Transformation (11) in sich selbst übergeführt werden soll. Setzt man also 


. “; 697 


s— kim -bu=—H, 
so wird 


ih din, ,, 


R R? . 


woraus die beiden Beziehungen hervorgehen. 

2r 

3:  # " ’ 

a ee Ge f° (w) (sin w — sin? + sin3w—... ‚dw (16) 


Rr 


0 











\ 
| 
z 
| 
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Diese Gleichungen bedürfen noch e'nes genaueren Studiums. Aus der bekannten 
Summenformel ') 


 2Zn—1 
sın \ 1y 
a +cosw+cos?2?w-+...+cos(n — 1)v — u 
2 sin w/ 2 
folet 
In 1 
sin U 7T 
2 
cos W cos ?W" + cos3sW 1 23 Icos(n — 1)v='ha — 
vw + rn 
2 sin 
2 
Ks fragt sich jetzt, welchen Wert das Integral 
Do > 2n—1 
e „ sin (vu + 7) 
/ ’) 
J = [6 (w) (cos w — 008 2W+.. )Jdw=|om) . me - 
R ‚,v+n 
0 0 2 sin 
2 
annimmt, wenn n unendlich wird. Nun ist 
. "sin ki rn} re \ 
lim | t)dt=n|'nflo) ++) +... +fls—-ı)a + "sf(sa)| (18). 
sin { 
() 
. yv+n 
Setzt man in (17) —f, so ergibt sich daher 
) 
2n 2r Ir 
FR; ; "sin kt .; ’ 1 h 
= ‚| (w) dw lim | o(2t za) dt ja | 20 (— 7)+60(mM)+ ‚co (ör)|. 
sin / u‘ 
(0) () Ö 
Das erste Integral ist — 0 zu setzen wegen (sa). Da der Punkt A’ den Kurven 


( und A} gemeinsam sein soll, und dem Werte w — + 7 entspricht, so verschwindet auch 
der zweite Ausdruck, so daß in der Tat (17) erfüllt ist Für die sin-Reihe von (16) kann 
man ferner setzen 
: } ns 2 ‚sin (2n +1) w/2 
sinw— sin2w+sin3w...tsin(nw) = '!htew/2 + ! 
cos w/2 


Diese Reihe wird für sich ebensowenig wie die cos-Reihe einem endlichen bestimmten 
Grenzwert zustreben, wenn n ins Undendliche wächst. Wohl aber hat das Integral (16) 
einen Sinn. Denn wenn man wieder (18) auf das Integral 


‘) )- 


"sin(2?n +1) vw sin (2? » + 1) w/2 sin v 


3 | 
o(w)dw 


sin ıw/2 cos w > 


’) . 
pe 0 { Ww) dd uf = 
vos |! 2 


M () 
anwendet, indem man te w/2-0=f’ setzt, so ergibt sich der Grenzwert Null. Es bleibt 
daher nach (16) für den Koeffizienten der Ausdruck übrig 


=. lwWtedv ..... (19). 


(0 


Dieses Integral hat in der Tat einen bestimmten endlichen Wert. Denn an der 


einzigen fraglichen Stelle " —= 7 erhält das zunächst in unbestimmter Form erscheinende 
) E 0... Wo . 

Produkt tg 0 den Wert '; sin’ —0. Man sieht ferner, daß zufolge der an 
2 «di 7 2 1/4 T 


fänglichen Festsetzung der Wert von >, klein ausfällt. Die Koeffizienten %, Po, &ı, Pı, 
‘“, fa reichen für den Zweck der Auftriebsbestimmung des Profils aus. Um sie praktisch 
bestimmen zu können, sind die beiden von Cr und der Kurve 6-te WW 2 mit den Achsen 
begrenzten Flächen zu planimetrieren und die harmonische Analyse von © bis zu den 
ersten beiden Gliedern durchzufihren. 

Um jetzt die Koordinate {, der Kreisebene durch die Koordinate = der Profilebene 
auszudrücken, gehen wir von den Entwickelungen (5) aus. Entwickelt man (11) nach 


I) Man vergl. für diese und die folrzenden Reihen 


etwa O. Schlömilch, Analytische Studien, 
Leipzig IS4S, S. 281f und Seite 1218, 














# 
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Potenzen von 1/S’ resp. 1/{, und benutzt (5), so ergibt sich für die Koeffizienten der 
I 8 


Entwickelung 1 a a3 
= — ++... : 2.2... u. AR) 


D) 


02 
- - 
-] nz 


durch Koeffizientenvergleich unter Vernachlässigung der zweiten und höheren Potenzen 
von fo 7ı und 


‘ 


z u. P} “ os °..,) 2 j . 
a=yp=1l+tib, a=Yı SoıtPo, 3 = 72 — a (1 +iß,). 


d ‘ 


Aus (20) erhalten wir ferner die Reihe 


r c ey 
G=m+t#2+—- +5;+.. 
1 2 
mit 1 1 a2 . . a2 ay dz f 
Yu — — . Co Zu = = / | 4 0] ! Po N) Cı — : —— Ce Y3- 
a; Yo a” a,” 


4. Bestimmung der Profilinvarianten und des Auftriebs. Die Entwickelung 


str, ee re 
gibt ohne weiteres Aufschluß über die Lage des Grundkıeises, der Profilachsen und die 
Größe von Auftrieb und Moment. 

Die Koordinaten 5 der Punkte des Grundkreises gehen aus den entsprechenden 
von Zı hervor durch die Substitution 


s=)o\t +t/ı — Soı t Po) = Sı u ut £ ae Po (ser — % ten 8a) 
Die komplexe Koordinate für den Mittelpunkt M, des Grundkreises # wird 
a. Yo (Co: —- 71 m Coı t Po) u Cor nn 71 D . . . . . (23). 


Der Radius 7% des Grundkreises wird 
a Ta a 0 rd a TE 

Damit ist also die Bedeutung der Koeffizienten 70 Yı ya unmittelbar ersichtlich. Der ab- 
solute Wert von 7. (der nicht viel von 1 abweicht) gibt das Verhältnis von /% und R 
an. D.e Tatsache, daß 7, > 1 ist, steht im Kinklang mit dem bekannten Satz, daß 
unter allen geschlossenen Kurven, die aus dem Profil durch eine schlichte Abbildung ') 
mit dem Modul 1 im Unendlichen gewonnen werden können, der Grundkreis den größten 
Flächeninhalt hat. 7 gibt nahezu Richtung und Größe der Versehiebung von MM‘, 
gegen M an. 

Di: genauere Richtung der 2. Achse ergibt sich aus dem Argument von cı. Wir 
erhalten 


) -y ar Er , '9E£ 
cı = \Cı Ya) Yo = Cı Kt“ ee . 0. . (25). 


Wird c1 — — d?e?'/, so ist 7 der Winkel, um welchen die in erster Annäherung als 
Längsachse angenommene Richtung AB im positiven Sinne zedreht werden muß, um in 
die Richtung der 2. Achse zu fallen. Bei einem S-förmigen Profil wird das Argument 
von — c, positiv, bei einem sichelförmigen Profil negativ; die Art der Abweichung der 
Profilgestalt vom Normaltypus kommt also in dem Vorzeichen des Ausdrucks — cı Po + PP: 
zum Ausdruck '). 

Für das Profil 125, das nach diesem Verfahren analysiert ist, erbält man im 
Maßstabe der Originalzeichnung (2!= 20 cm) für die Koeffizienten 

Do — — 0,0005, & = — 0,08, P=-— 0,125, & = — 0,0015, = — 0,5. 

Die Verschiebung von N, angenähert gleich der des Staupunktes A, gegenüber 4’ 
(— 0,08 — 70,125), konnte wegen der Kleinheit in der Zeichnung nicht zur Darstellung 
gebracht werden. Der Koeffizient cı wird etwa — — 25 + 0,5’; um die Lage der 
2. Achse zu finden, muß man also die Richtung von AB im negativen Sinne etwa um 
1° 10’ drehen. 

Für die Größe und die Lage (Moment) des Auftriebs, den eine das Profil um 
gebende ebene (Kutta- Strömurg im Gefolge hat, gewinnen wir aus den allgemeinen 
Formeln ?) folgende Ausdrücke 


Ro 


= amoqilyosin(@+9)=470g’Bosin(d+q), a= an "sin(d+4) . (26) 
= / ‘ = / i J 1 t ‚ )s 
IM —=—»3n 0 q° [2 Ro sin (P +9) Co cos (3 -%) + d?sin ? (ß + 
7T ; . nn W. (37), 
Cm — — [2 Ko sin (+9) | cos(P + Wo) + d’sin2(P +37 ; 
e | 1) 


') vgl. die Bedeutung der 2. Achse als konforme Hauptträgheitsachse (diese Zeitschr. Bd. 4. 


1924, S. 186 bis 187. — 9) Vgl. PI, 8. 120. 
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wenn o—=7/y die Dichte der Volumeneinheit des strömenden Mediums, 7 die Geschwindig- 
keit der Strömung im Unendlichen, p der Winkel der 1. Profilachse mit der x-Achse, 
P der Anstellwinkel gegen die negative «-Richtung bedeutet und 5 = 5 eW gesetzt ist. 
In bezur auf den Staupunkt A, haben wir 


M=2rog’R[lMmesin2(e+gy)+fsin2P+N]. .» . . (27a), 
wo f der Abstand des Brennpunktes F des Profils von Mn, ist. In bezug auf Mn, wird 
\ ) ° \ T R f . — 
R=2nog’Rfsin2( +, m. - sin2(P+I . . (27b) 


und der Abstand 7 des Punktes AM, von der Auftriebslinie 


5. Reduktion des Auftriebs und Momenites auf ein Seitenverhältnis. Im 
Falle endlicher Spannweite nimmt man bekanntlich an, daß die Zirkulation von einem 
Maximalwert in der Mitte nach beiden Seiten bis auf Null abfällt. Da nun jede Abnahme 
der Zirkulation verbunden ist mit einem von der Hinterkante sich ablösenden Wirbel- 
faden, so ergibt sich, daß eine nahezu als eben anzusehende Wirbelfläche hinter dem 
Flügel herzieht, die als aus unendlich vielen, parallelen Wirbeifäden zusammengesetzt 
gedacht wird. Diese Wirbelfläche wird an der Stelle des Flügels einen abwärtsgerichteten 
luitstrom erzeugen, der zur Folge hat, daß der Anstellwinkel 5 der Strömung, also auch 
der Auftrieb um einen kleinen Betrag verringert wird. Bei einer elliptischen Verteilung 
der Zirkulation erhält ma:: für die Abtriebsgeschwindiekeit 

rc 


w: 9; 
T 


wo C,, die für das Seitenverhältnis A geltende Auftriebszahl bedeutet. Die dadurch be- 
wirkte scheinbare Veränderung von » beträgt 
/ C 


43 — 


7T 
Diese Aenderung entspricht einer Aenderung der Auftriebszahl derart, daß 


N Ro 2 ) 
4rı sın (q + 5) 
] | 


Ro ) 4 Ca ? / 
Ca) c=ı4an cos (pP rI j 3 — ; e (28) 
l ZT Ro 
| t Ar COS \( + ) 
Fir die Berechnung der Aenderung des \omentes beschränken wir uns auf die Betrachtung 
der Gl. (27b) und (27e). Der Hebelarm A des Auftriebs, bezogen auf Mo, vermindert 
sich um 
i 2 sin - Hıe0s2 (8 +7 sin2 (3 +7 eos(®?+gq) 
Ah=fl2: oa —— —: - AR, 
sin” (g > 
wofür angenähert der Ausdruck 
f Ku 
. I 
7’ sın\% 4 sın \« / 
An=—- AB | 4 2. (29 
sin’(9+g ‚Ru sing +9» 
I + 4/ 
! 
, Ro 
1 / 
/ 
esetzt werden kann. Mit x erhält man, wenn man die cos-Werte =1: setzt 
| +42- 
! 
RER 4 ie Eh) 
und für den korrigierten Wert 
h=h—-dh=hlli+r)—- fk=h+x:lh—f) . .» .» : . (80). 
Der Verianf von Ah ist für das Profil 390 in Abb. 5 dargestellt. Man sieht, daß 
Jh negativ wird für ? < qg(A > A) und positiv für > —g(h"<h) Für die Stelle 
P= y nimmt /A die Werte # x an; praktisch kommt hier eine Aenderung des 


Hlebelarmes nicht in Betracht. Für große negative oder positive Anstellwinkel nähert 
sich Jh der Null. 
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Zum Zweck des Vergleiches mit den Göttinger Versuchswerten müssen wir die 
Anstellwinkel von der Berührungssehne auf der Druckseite aus zählen und das Auftriebs- 
moment auf den Bezugspunkt E umrechnen, in dem diese Sehne die dazu senkrechte 
Stirn-Tangente schneidet (Abb. 6). Nennen 


= pr wir d,ö die Polarkoordinaten von M, in 
j | | bezug auf % und die Sehne, so bestimmt 
j t 1.45 sich der von der Auftriebslinie auf der 
Be. | Sehne von E aus gemessene Abstand e 
n | | aus 
| 10 Zum d cos (d m h For en‘ 
cos 9 
und das Moment in bezug auf % wird 
S My; = Ad cos (d — P) — Mo. 
I Nennen wir die mit A ermittelten Werte 
ee A a aa en die mit A’ berechneten e;,,, so sieht 
| 40  e / JE man, daß e,r > e, ausfällt im Gebiet ne- 
| gativen Auftriebs (P? > — 9). 
5 
| 
| 
9 ne 





| — 
| u 
re | 
Darstellung von h, hund Ah a AYz 
. Rz ” Nm RA 4 ‚g 76 | 0 _ 
NTOTTyI ( Frofil 390) En /- e - 
Abb. 5). . Abh, 8, 


Als Beziehung zwischen den Koeffizienten -„ und c„ erhalten wir mit Einführung 
von W,. resp. A 


d cos (d — 3 tt Rof 
N. j 3 5) 4 j « 
On = 68 7 „ sin? P+N) : : : .. 0.681), 
oder angenähert, wenn alle cos-Werte — | gesetzt werden '') 
d—f rs 
Cm la 4 an —-sin(P—N) .: : 2 2 2... (81a). 
2 


Wenn man das Seitenverhältnis / berücksichtigt und die Aenderung der Auftriebs- 


lage, so erhält man 
; d f Ro F 
Cmı = Ca) + 2 ra (1 


— KDD —- LM. ss . . + 882). 
— - )sin(p —y (32) 


6. Vergleich mit den Göttinger Versuchsresultaten. Für die bereits oben heran- 
gezogenen, aus der Göttinger Sammlung ?) stammenden Profile 311, 390 und 125, sind die 
Invarianten und für eine Reihe von Anstellwinkeln, wie sie auch in den Versuchen ver- 
wendet sind, die Werte der mit 100 multiplizierten Auftriebszahlen und der die Druck 
punktlagen bestimmende Abstand e berechnet. Von einer graphischen Darstellung des 
Verlaufs der Auftriebsgrößen ist abgesehen worden. Dagegen sind in den beigegebenen 
Zahlentafeln die Quotienten der versuchsmäßig gefundenen und der theoretischen (,- 
Werte aufgenommen. 


.- : Ca r : 3 j 
Man erkennt, daß das Verhältnis für ein und dasselbe Profil im mittleren 


(ua } 


Gebiete der ? nicht sehr erbeblich um einen Mittelwert schwankt, der kleiner als I und 
im allgemeinen bei dünnen Profilen sich der Eins stärker annähert. Bei dickeren Profilen 
fallen die theoretischen Werte durchgängig größer aus als die Versuchswerte, was im 
Hinbliek auf die verstärkte Wirbel- und Widerstandsbildung verständlich wird. 


I) vgl. v. Mises, Diese Zeitschr. Bd. 2, Heft 1, 8. 71. 
#) Technische Berichte der Flugzeugindustrie, B. 1. S. 207, Tafel OXCIII; Bd. 2, S. 439, Tafel 161, 
164: Erzebnisse der Göttinger aerodyn. Anstalt, I. S. 76. 105. 
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T 2nNn 1 T 4 T 
( 2 f / 
1 
/ Ga } 
14 1/) } 
’ 8 ' 170 6 
/ 
IL / 100: 
4 + IT ’ 
d 
90 // 
4 JO 
11 
80 / 
Kl /. 80! 
) | 
70} 
g 
‚N / 
‚60 60} 
/ | 
j | 
50 / 50! 
ra, / h + 4 40} 
| o-—oyersuchs- 
) , WwerTe 
IU Ih f | | 30* | N | 
& | 0o—— oVersuchs- 
ri 4 “ berechne fe [7 erte | werfe 
= 4 t + 20! 1 
/ / theoretische Nahe aa berechnete Werte 
fd rungskurve d 
. | 10} — 
J i ——fheoretische Nahe- 
fi Cm rungshurve 
\ Il | | ER BE nd chemie m 
ZA) ( I A 20 ? 40 50 60 701 20 30 40 U 
ie 
f| | 
70, -A[ f 
| = / / ' . BET 
4 C mM, v -MHı ny & rıur Pr nl, 3 7 7 d [Comp Hurve für Profi 125 
z 2 / Ü ’ Pz Ä [u x -20\ | / dd f 1 
RAuB9Z \RA4+389 
\bh. ss Abb. Ss, 


Die Abhängigkeit der Momentenzahl von der Auftriebszahl ist von v. Mises in der 
oben zitierten Arbeit ausführlicher diskutiert im Anschluß an die Göttinger Versuchsberichte. 
Aus der Gl. (32) folgt in guter Uebereinstimmung mit der Beobachtung, daß c„ı als 
Funktion von ce.» dargestellt eine gerade Linie liefert, deren Neigung vom Seiten- 
verhältnis des Flügels abhängig ist und etwa die Größe 4:1 gegen die c„-Achse besitzt und 
deren Abstand vom Koordinatenanfang mit der Wölbung (d. h. mit dem Winkel (y —=9—%, 
zwischen der I. und ?2. Achse) wächst (Abb. 7, 8). Man sieht auch, daß zwar die Lage 
der Geraden von 4 abhängt, daß aber ihre Verschiebung gegenüber der dem Werte 
» — 0 (@— 0) entsprechenden Lage wegen der Kleinheit von % nur geringfügig ausfällt, 


Profil 311. 








. r » = ‘ ‘ BP x a > 90 2 
in —— 5,42, I = 4.58, L— 20,2, gJ = 6,37, Y — 3% . = le. 
' } I | 
N C ( : 2 ı el eIl 
4 (theor. ( Versuch 
Q 3.7 33 0,65 5.4 ı 88 8.1 0.96 1.8 0,84 
h 3.4 fi 0,6 6.4 32.8 1.8 — 455 11,6 — 16,15 
23.23 19 :32 15.3 13.3 — 1,68 1,64 11,6 13,22 
() 14.3 ID 0,98 20,0 9.109 1,94 0,7 7.96 5,65 
} 56 71.5 0,4 25.3 1:7 2,86 0.45 1.05 7.5 
t SS 97 0,01 29.4 6.82 3.28 0,3 6,6 6.9 
) 110,2 122,5 0,0 35,0 6.42 ).53 0,25 6.38 6,653 
2 » I +8 0,S0 ‚8,6 6,2 ,65 0,21 6,2 *.5 
We 2 0,74 38,1 6 Mi 0.18 6.33 6.3 
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Profil 390. 

















Ro = 5,93, f=4,05, t=204, 9=9,3), 1=3,8, k=1,88, A—=|!); 
Ca 
B Oa Ca) Ei e h An el eIIl 
(a) 

12 9,4 23,5 0,4 3 - 15,3 12 — 25 -— 9 ı— 4,5 
10,5 5.4 10,5 0,51 11,4 12,5 22 —54 11 1-8 
1.9 13 16,5 0,79 15,4 23,6 — 7.9 3,7 18 21,8 
6,1 22,6 28 0,51 17,8 15,76 2,9 1,4 12.7 15,0 
3.2 12,8 53 0,81 22.4 10,42 0,4 1,3 9,4 10,4 
0,2 62,2 80 0,78 27,9 8,3 1,6 0,7 8,2 9,0 
2,7 51 104 0,77 32,0 7,9 2,24 0,54 7,7 ‚2 
sh 98 130 0,76 35.6 1,4 2.55 0,5 7.2 A 
86 114.5 150 0,76 10.0 7.3 2.54 0,36 6.8 7,3 
11,5 129,5 177 0,73 14,1 6,8 2,93 0,31 6,9 7,28 
14.5 136 202 0,67 17,0 6.9 3,02 0,26 6,88 Es 

Profil 125. 
= 5,53, f=45l, = 20,2, 9=8,5% 1-25, A=! 
Ca 
3 Or OÖ, z Ob e h Jh e1 el 
I) 15.8 1,7 1,06 a - 9,2 56 - 14,4 16,95 — 60,3 
6 13.4 21 0,63 16,1 25 6,23 2,9 15,98 18,90 
39,6 16,9 0.85 22.1 11,6 — 0,41 1,32 10.16 11,48 
0 53,5 4 0.86 29,6 9,4 1,32 0.86 5,43 9.3 
87 a8 0,88 34,6 8,1 2,15 0.63 7,6 8,23 
b 99,1 124 0.8 36 1.8 2.6 0.5 7,15 71.6 
y 108,5 150 0,73 36,7 6,53 2,93 0,42 6.3 7,2 
12 108,2 174 0,63 10,1 7,5 3.1 0,36 6.7 543 
15 9,9 198 0.5 12.4 5.0 5.20 0.31 6.6 6.9 
IS 96,5 224 0,43 13,1 9,1 3.8 0,27 6.6 6.35 


wie auch die Versuche zeigen'!), Für das Profil 311 z.B. mit den Grundabmessungen 
Ro 5,42, f=4,5, Ü= 10,1 erhalten wir, wenn wir wieder C©, und („ in 100 fachem 
Maßstab auftragen, mit A—=!/, als Abstand vom Anfangspunkt auf der C,„-Achse 7,7, während 
dem Wert 4=-0 der Abstand 8,1 entspricht. Im Uebrigen zeigen die Abb. 7, 8, daß die 
Gerade (32) die Abhängigkeit der C,- und C,„-Werte im mittleren Gebiete der $ gut 
wiedergibt. 

Um die Druckpunktlage, resp. die Werte e zu prüfen, muß man zunächst die 
Versuchswerte nach der Beziehung 

e= "1 (t Flügeltiefe) 
berechnen. Die graphische Darsteliung zeigt, daß die Theorie für > — 9 in befriedi- 
eender Uebereinstimmung mit den Versuchsresultaten sich befindet (Abb. 9, 10, 11). Nur 
in der Nähe des kritischen Wertes 5 — — g treten gelegentlich erhebliche Abweichungen 
auf, wie angesichts der großen Empfindlichkeit der Auftriebswerte in dieser Gegend von 
vornherein zu erwarten ist. 

Als eine Regel kann man anmerken, daß die für den unendlich langen Flügel 
berechneten Werte er fast allgemein zu klein werden, daß also diese ersten theoretischen 
Druckpunktslagen zu weit nach vorne fallen. Die für das Seitenverhältnis 4 berechneten 
Werte ,,, die übrigens von geringen Ausnahmen im kritischen Bereiche abgesehen, nach 
den wahren Werten tendieren, fallen nicht von einem bestimmten / an zu groß aus, laufen 
aber mit den e,;, und den Versuchswerten für größere positive 5 zusammen. 

Allgemein kann die Uebereinstimmung als befriedigend bezeichnet werden für den 
Fall, daß die gewählte Flügelprolilform einen gleichmäßigen Uebergang des abgerundeten 
Kopfes in das zugespitzte Schwanzende zeigt 489 


) Ergebnisse der Gött. aerod. Anst. Bd. I S. 51, Fuchs-Hopf, Aerodynamik, S. 51. 
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Über die Torsion prismatischer Stäbe durch Kräfte, 


die auf den Mantel einwirken. 
Von M. REINER in Jerusalem. 


t. Venant hat in seiner Abhandlung über die Torsion!) das Problem der Torsion 
prismatischer Stäbe für den Fall gelöst, daß der Mantel des Stabes spannungs- 
frei ist und daß die Spannungen an den Endtlächen in gewisser Weise über die- 
selben verteilt sind. Er bediente sich hierbei der von ihm so genannten semi-inversen 
Lösungsmethode, indem er aus der älteren (Coulombschen Theorie, die nicht allgemein 
genug war und für gewisse Fälle versagte, einige Itesultate beibehielt, die Gleichungen 
hierdurch vereinfachte und so zu seiner Lösung gelangte. 
Die Bedürfnisse der technischen Praxis verlangen eine Erweiterung dieser Theorie 
der Torsion. 
Die (oulombsche Theorie war richtig, so lange man sich auf Stäbe von kreis- 
förmigem @uerschnitte beschränkte Als die l’raxis 


auch mit anderen (Wuerschnitts 
iormen zu tun bekam, versagte sie. 


Ebenso versagt die St. Venantsche Theorie in jenen Fällen der Praxis, in denen 
die tordierenden Kräfte an der Mantelfläche des Stabes angreifen. 

In vorliegender Abhandlung gebe ich: eine Erweiterung der St. Venantschen 
Theorie für Torsion durch Mantelkräfte und zwar werde ich ebenfalls nach der 
semi-inversen Methode vorgehen, indem ich aus der St. Venantschen Theorie einige 


tesultate beibehalte, die Klastizitätsgleichungen dadurch vereinfache und so zu nach- 
stehender Lösung gelange. 


1. Die Vorausseizungen der Lösung‘). Vorausgesetzt wird, das Prisma 
sei derart auf ein rechtwinkliges INoordinatensystem bezogen, daß seine Achse mit der 
z-Achse zusammenfällt und daß die &- und y-Achse 


Trägheitshauptachsen des (uer: 
schnittes sind. Dann ist 


das statische Moment des (Wuerschnittes in bezug auf die x-Achse 8, 0 ) 
und jenes ! ) >» y- » S,=0), () 
und ebenso das Zentrifugalmoment ©,,— 0 


(verel. Abb. 1). 


Es bezeichne nun 9. Pr Pu. die auf die 


Flächeneinheit bezogenen Komponenten der am 


Mantel wirkenden ÜOberflächenspannung p,, n die 
nach außen gerichtete Normale, N die Kompo- 





nente von p,„ nach n, M. das Gesamttorsionsmoment 
der auf eine lRiingfläche von der Länge / einwir- 
kenden Oberflächenkräfte. 

Dann werde vorausgesetzt, die auf den Mantel 
einwirkenden Kräfte seien gleichmäßig längs des 2 | 
Stabes verteilt, d.h. längs einer Erzeugenden kon-  RR0307: a i 
stant und reduzierten sich auf ein Torsionsmoment u: 

Im Zeichen: 











M,/l | Pıy & pP y) ds. » j A ' . 3). 


Sind ferner 6..0,.6.T7T.r..r 


% /} b) ! , 2 r0y 


die Spannungskomponenten, @,, Q, die (uerkräfte, 
N, die Längskraft, M,, M, 


die Biegungsmomente, M. das Tl'orsionsmoment der im (uer- 
schnitte wirkenden Spannungen, dann werde in gleicher Weise vorausgesetzt, daß auch 


I), M&m. des Savants Ötraneers. Paris 1855 
9, Die Bezeichnungen foleen 


im wesentlichen jenen, die Föpp! in seinen » Vorlesungen übeı 
technische Mechanik« benutzt 
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die in den Endflächen wirkenden Kräfte sich einzig auf Torsionsmomente reduzieren 
lassen, was für einen beliebigen (Juerschnitt an der Stelle 2 die Gleichungen gibt: 


f: dxdy (7. dedy: [[s dedy= fe ydıady= fs. zdedy=0 (4), 


u) 


je x t.,y)daedy — M.’ — M.ell. 


(9), 


wo 4." das Torsionsmoment im Endquerschnitt z = 0 bedeutet. 


2. Die Annahmen der Lösung. Es sei @ der Gleitmodul, d der Verdrehungs 
winkel pro Längeneinheit des Stabes (»Drall«), ® die sogenannte Torsionsfunktion 
u u7 ai 25 Ver: :? 
S, y, © die Komponenten der Verschiebung des Punktes (x, y, 2), V* der Laplacesche 


MY 2 
Operator en 
u." Iy® 


Dann übernehme ich aus der St. Venantschen Lösung die Resultate 
ıı OV@ 
y) ’ = G% ( 
lasse aber die weiteren Resultate der St. Venantschen Theorie 0,=0,—=0,—=7,,—0 fallen. 

Bei St. Venant ist x eine Konstante = 0; aus Gl. (5) folgt aber, daß in unserem 
Falle x eine Funktion von z ist. Damit ist der Weg der semi-inversen Methode be- 
schritten. Als einfachste Annahme über die Abhängigkeit der Größe # von z kann die 


lineare gesetzt werden: i=n+TrT2z ’ ri : > 


= rl +) 7 ER ee 1), 


‘x Oy 


wo 7, und 7 Konstante sind. Mit dieser Annahme geht die erste der Gl (2) über in: 


\ 


f ra) D () D . / 
y —= 7,, cos (\nxt)—+7 cos \ny) = (r | ,) COs (n ac) + ( + x) cos (n y) (o+ T:) 
n () Y ; J 


N 0a 
und dies gibt die bekannte Grenzbedingung für D 
ı)cD 
| yces(nxz)—xco(iny)=0. . . ... 0.0). 
vn 
Die ersten zwei der Gl. (4) sind identisch erfüllt, wie aus folgendem hervorgeht: 


EE dedy=G6(n-+Tr:) TEE — y) dıdy 


) co) cd 
y)‘ + 5% e( ;_ -4 x) | laray 


e ıı@$ 
N —9ycCco3 (N x) —- 7 COS (n Y) | ds—=0d. 


Und damit ist auch die zweite und dritte der Gl. (2) identisch erfüllt, wie sich 
aus folgendem ergibt: 


- ” R a} do a) u 
N=- pP ds (6. C08 (n ") + 7,,„co8s(ny)) ds — | ( —+- dx dy 
« I! 


O3 
” u . 7 


» [ 


Die Gl (5) gebt durch Einsetzen der Werte aus (7) in die folgende über 


G\n-+T1Tz) ( Fa cc) x . = ns )y\a dy — M.' — M.zil 
I\Oy 0x ; 


set; ‘ a ı«D )d a s 
und setzt man all | (z—+ 2) —( u|tzay-c. ee ° 


\Oy dla 
d. i. die sogenannte Drillungssteifigkeit, so folgt 
MN MM: 


A) und 7” — ee  ; ; ; 
( Cl 


3. Die vereinfachten Gleichungen des Problems. Die Gleichgewichts- 
bedingungen bei fehlender Massenkraft geben unter Berücksichtigung der Gl. (7) und (8) 


Oo (OT, Zum? ce) Zr ‚DD 
Kar( y)=9, u BR Rab, DEE Gr +2)=0 .. 0), 


(7 (ı!y ! 2 OL Iy 
(12). 
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Aus (I) und (12) folgt, daß die Spannungskomponenten 6,, 6,, 0. und 7,, als 
Funktionen von x und y allein dargestellt werden können und daher auch die Ver- 


zerrungskomponenten &,, &,, & und %x,. Dagegen gilt für die übrigen Verzerrungs- 
komponenten 
oJ 3 Ex 
Yı:= Ho- r 2) ( +), 2 — (rn +22) - ,) sa KB). 
Oy B dr z 


Wir ziehen nun die sechs Kompatibilitätsbedingungen heran. Von diesen sind 
zwei identisch erfüllt; die übrigen ergeben: 


e)2 Es cd (7 &; ı#-JD 12 6 od ‘ 
2) nase T 1) | ‚, = T DR) m T \ 14) 
ı)r*“ el) pi () y“ ı) y‘ (0) re ) Y 0r0 4 
2 ng | B 
und ah un a == Ei - re Se Te (15) 
Oy” dOı - UTOY 
Aus (14) folgt aber 
gs —- DH +b +bY. . 2.0800. (16) 
und somit m EtTP +) +b 2 +bYyY)+1l/lm(, +0) . 22. . (II), 


wo A, b,, b» Konstante sind, EX den »Klastizitätsmodul«e bedeutet und mn die sogenannte 
Poissonsche Konstante ist. Gl. (15) in Spannungskomponenten ausgedrückt, lautet, unter 
Berücksichtigung von (Il) sowie der Beziehung 


An 


hj / - 
G E ee a ı  :; * 
2 (m + 1) 
ce) Or e)* Iy ()- Try 1 e)2 0, oO? 0 0)- y. R 1 2 
el = — + 2 IN’, +, 0 (18). 
Iy* d)r? Veody Mm da? Iy° Veo0y Mm 


Wir differenzieren nun die erste der Gl. (I) nach &, die zweite nach y und addieren 
beide, und indem wir die zweite der Gl. (6) berücksichtigen, erhalten wir 


0°? 60: Rg, 0% Tzy 
y = U . . . (19). 
da: \ 7,4 .: ) ) i | 
x 0%Y UV 
Damit gibt Gl. (15) 
6 °g, 2 T 1 ‘ 
+: —2 — —t— — All, +0)=0 .. 0.0. 0. (20) 
uy“ BE OLON m 


Wenn man die Gl. (19) und (20) addiert, ergibt sich 


A HE 5 ee 
2 9 
( g x () oO IC, Or dar . 
und daher =_ . 0 ‚. dv). 
Oy3 dx? )r a) Yy 


4. Zerlegung in „Deformation durch Torsion“ und „torsionslose De- 
formation“. Das Problem läßt sich auf ein verallgemeinertes ebenes Problem zurück 
führen, falls man partikulare Integrale o,, 6, und r,, der Differentialgleichungen (I), 
(III) und (IV) besitzt, die die Bedingungen, die durch die dritte, vierte und fünfte der 
Gl. (4) ausgedrückt sind, erfüllen. Es sind dann 


„ =. u ' 7 ' R \ 
OÖ, == 0,” Or; 0, == 6, FA Tıy = Try ıy » . . . . (21) 


die Spannungskomponenten jenes ebenen Zustandes, bei dem &, und 6, nicht verschwinden, 
dagegen aber 7,. und 7... Sind nach 


Paz = 6, C08 (NX) + T,, cos (ny), Pry = T,cos(ny)—+ T., cos(n&k). . (22) 
für o,, 0, und 7,, die Werte an der Oberfläche vorexschrieben, so sind auch für ©,', ©, 
und 7,,' die Randwerte gegeben. Den durch &/, &, &, Yıys Yy-, Y:. beschriebenen Ver- 
zerrungszustand nenne ich aus weiter unten dargelegten Gründen »Deformation durch 
Torsion«, den durch &.”, &,', &; , Y., beschriebenen »Torsionslose Deformation 

I. Deformation durch Torsion. Wir integrieren die erste der Gl. (I) nach «, 


die zweite nach y und erhalten 


„» 


O Tey y y z 
‚pP + [ d x - (+ 7 (D — ı Y) + I, (y) _— 0, | 
oa ‘ " 

. a (23). 

OT y : z \ 
u "dy+Gri Db+x y) + Fa (&%) 0 


Ir 
. 


td 
—] 
E 
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P’artikuläre Integrale erhalten wir aus dem vollständigen Integral (23) durch 
Ioleenden Ansatz 
7 —( Fy=Rhıa)=0 . 24) 


Dann ist FE Gb ey), = Gr +-. 2). \ (»5 


Die (il. (III) und (IV) werden identisch befriedigt. Aus Gl. (II) erhält man 


Ö (+ 7 «ı ii 6 pn bi & 4 b, 4); ’ d : . 2(,), 


Die erwähnten Bedingunsen Gl. (4) liefern unter Berücksichtigung der Voraus 
setzuneen Gl. (1) 


} /F||bdady, db, Mr 27 2) I|Vxededy | 
| +1 
» » Zu 4 
b; 14 (-) « 7/ d = dy \ 
m | IR, 
worin F die “nerschnittstläche, ©, das Trächeitsmoment des @Querschnittes in bezug auf 
die y-Achse, %, dasjenige in bezug auf die x-Achse bedeutet. Die Grenzbedingungen 
lauten dann 
p Gr zy)cos (in x), p Gb r xy) cos \ny (25 
2 lorsionslose Deformation Mit diesen Werten von 6,, 6, und 7,,, be- 
rechnet man 6,, 6, und 7,, aus den Gl. (21) und setzt diese Werte in die Gl. (Il) ein 


Diese geben dann 


N — |, 2 e 0. rer; ; ))' 
ıy ( j )r 
Man kann diese Gleichungen aus den Gl. (I) auch erhalten, indem man 7 —=0 setzt. In 
diesem Falle ist |siehe die zweite der Gl. (11)| M.—= 0 und dies rechtfertigt die Be- 
zeiehnune l'orsionslose Deformation«. Das Problem läßt sich nunmehr mit Hilfe der 


Airvschen Spannungsfunktion % folgermaßen lösen: 


N 4 4 
Die Gl. (III) gibt dann 
=( (Sl 
und Gl. (IV) ist identisch erfüllt Ferner ist 
und bei Beachtung von (I) und (>: 
/ „fs E; : 
6 D+-EIN “+ (b, b’)ıe + (3 b,)y) + 1l/m (0, + 6 
| 
Nun ist aber 
> 0 et 8 + OÖ | = 0 OÖ 1 — 0 m 2 (F 4 « 
und dies eribt G'=E(' +b' c+b"y)+ilmWV?’ı. . 5 u Kal 
Jetzt liefern die dritte, vierte und fünfte der Gl. (1) 
Ä 44: lady, bi” _ He 
/ | ® raw aNU, 1 | | TEE ET 
E A H L Im E ), RN } / J | 
| on i ‚(33 
' | e 
I)» vV’yıydıdy \ 
EG.) | | 
und die Grenzbedineungen lanten 
| 0,2 ns. 02, 0%, 
p COS \N &C) COS (» / ), P „cos (n ) COS (" x) (34 
ey“ Oo y Ix* VrOy 


5. Die vollständige Lösung und ihre Konstanten. Die vollständiee Lösung 
erhält man dureh Superponierung der in 1. und 2. gegebenen partiellen Lösungen. Zur 
Berechnung der Konstanten der Lösung beachte man: 


’ 
a) Die Dehnung der Prismenachse ist 
—)-ı rb 5 s ; 28), 
() r 0 
) 0 
Verschwindet ® für 2 — 0, y- 0, so ist 4 diese Dehnung 
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b) Die Krümmung der Achse in der x z-Ebene ist 


u 


0) 
() 
und in der v 2-Ebene o* 7 e 
} .—h 10 
(0) 
e) Der Drall des Stabes ist 
‚# { j} 
oder + 
u}, ‚ 5.2 Pi 
daher nt 7r Li; Ai et 3 


Es ist somit die Verdrehung keine gleichmäßige, vielmehr wächst sie mit der z Ko 
ordinate. Dagegen ist eben diese Zunahme eine gleichmäßige. 


6. Geltungsbereich der allgemeinen Lösung und Vorgang in speziellen 
Fällen. Die Lösung ist allgemein für jede Verteilung der angreifenden Mantelkräfte 
über den Querschnittsrand, wofern dieselben sich einzig auf ein Moment um die z-ÄAchse 
(das Torsionsmoment) reduzieren lassen. längs der Erzeugenden des Prismas sind sie 
konstant. 

Bei beliebig vorgegebenen Mantelkräiten, die dieser Bedingung bzw. Voraussetzung 
Genüge leisten, verschwindet dann 0, im allgemeinen nicht. Es muß vielmehr, um 
diesen elastischen Gleichgewichtszustand aufrecht zu erhalten, 0, in bestimmter Weise 
über den (Querschnitt verteilt sein. Diese Einschränkung bezüglich der Oberflächenkräfte 
an den Endflächen, rührt von der einschränkenden Annahme G)]. (7) her, die aus der 
St. Venantschen Lösung stammt 

Andererseits kann man auch über 6, verfügen und hat dann noch immer eine 


gewisse Freiheit in der Annahme von p,„. Insbesondere kann 9, auch gleich Null gesetzt 
werden. Jedoch entbehren die möglichen Angrifisarten des praktischen Interesses 
Von praktischem Interesse sind solche Querschnitte, für die 


[jr aray = I erazay- If wzara, 0. 


Dies gilt insbesondere für Ellipse und Rechteck. Bei der vorausgesetzten Annahme der 
Lage des Koordinatensvstems ist dann auch D, 0, 0—=0 In diesen Fällen ist nach 
Gl. (33) die Dehnung der Prismenachse 


. | R 
= / y.l Er dd / 


b; = rg“ oJ) SE 3 X r da dy, D;  — ol | v Yyd ed. 


die Krümmıng derselben 


m E() 


Soll die Dehnung und Krümmung der Prismenachse verschwinden, so muß daher gelten: 
17} (* E — ‘) 
f V’yıdaıdy= fs ?’yadady | IV’ ydady=0 . . . (4 


Spezialisiorangen der allgemeinen Lösung kann man derart erhalten, daß man für 
/ irgendeine mit Gl. (31) vereinbare Annahme trifit, daß man dann eine bestimmte Be- 
randung F(x,y)=0 annimmt, für die (in den praktisch wichtigen Fällen) auch ® be- 
kannt ist und nun zusieht, welcher Ausdruck sich für die Oberflächenkräfte ergibt, ins 
besondere ob er einem praktisch belangvollen Fall entspricht. Im folgenden schlage ich 
diesen Weg ein, um zwei Beispiele zur allgemeinen Theorie für praktisch belangvolle 

o ’ , oO 

Anrgriiisarten der Mantelkräfte an Ellipse (bzw. Kreis) und Rechteck zu geben. 


7. Spezialisierung durch bestimmte Annahmen für /. Wir nehmen 
Ö Be i 3 j E ® x } ( +3) 
an. Nun ist nach Gl. (25) und (30) 


Daraus erhält man 
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\us Gl. 31) erhält man dann 


i (17 (db r4 7 \ 15), 
e 4 . ‚ . er \ . n.. . u .- . 

| wo 4 eine Konstante ist. Gl. (4 ist erfüllt. Integration der Gl. (44) und (45) ergibt: 

h . u . Ax’y : 

| (7 r | | «) dı ? F l |, (r | «db d l T ; = wi F\ ) 6 j) 

j D - FT . - 

wo Fi und #3 Funktionen von x bzw. allein sind. Als Bedingung für das Bestehen 

| dieser Ausdrücke erhält man 

“7 ” «> ] . \ «$ { ro d F 
Gel | An 12 {1 Er| da H4 + ) 7) 
{ r” . l \ L d 
oder OP, op, Ar? dF, dF 
dt | u f ds : h L + 3 IS 
ß J ( / d 


3 Fs ist nun aber 


| || 5 dvd — dy+ fa , | - dxd a dx + fh (a 9 


u 


wo /, und fı Funktionen von y bzw. x allein sind. Da aber | |V’Pdxdy= 0 ist, be- 


steht somit 
und dies in Gl. \4s) eingesetzt, gibt 


Daraus folgt aber 


j 
| 
e 
| Wir superponieren nun der mit (1—B) multiplizierten Lösung, die dieser Annahme 
für y entspricht, die mit B multiplizierte !.ösunze für den Fall »Deformation durch Torsions, 
Ä \ | £ 
| wie sie in 4 gereben wurde Ks ist dann: 

(ı 7 I «ıhb En ’ 0 + (1 7 I «Db Iiry KL «db —- LU A t L)}, 

\ A 1)zy} «$D 

-Gri2»ı.(B | 7 :& (8 -2zz)( -?) 
1 f \ 9» ’ , { 
| m N 4 
| 
| 


p -GriB(b + Ary 2 DB — ıy(4A+1)} cos ı— B) cos (nx)\ 


8. Weitere Spezialisierung durch Annahme bestimmter Querschnitts- 
formen. a) Die Ellipse. Ihre Gleichung ist 


Dann ist bekann'lich 
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Gl. (50) gibt nun 


2 28 2 u 23 
4) a za b J > \ dA -_ b 7 ’ 
( r) m 9 (1 = , 4 0) 
1 ) ’ . 2 \Yy = - 
a’+pb’ 2 a’ +pb° 2 


Wir treffen nun über die Konstanten »A: und »« des vorigen Kapitels folgende 
Annahmen: 
a” 3 bh’ | 
A: ‚ B= / (61 


a’ + b° 2 


Dann findet man leicht aus G]. (55) 


> 


ua: ( IT 


— (D’2’ — a’y‘ | (62) 
da Ooy a® + b# ‘ 
Nunmehr ist nach Gl. (54 
a? bh" Zm+1 a b° 
Ö, — (7 T u U - O, z—— G 4 Ze U Oo - (7 T => U 
4 + b- i ” 4 h” 5 J 4 + h’ ’ 
Aa (A m Aa ) 
2b- > ı“ 
14 =_— (Fr \7o9 -+- 2) 2 . 2 Bya — (7 To + E27 ) , ? 63) 
\ a!+p2 ’ ad, I; j 
Gı m m \ 
= — (b! 2° — a’y‘ 
ö 2 (a? +9»°) J 
und zufolge der Gl. (55) unter Berücksichtigung von (56 
G7 a’hb*y (ı r Te Ya (64 
Pr: . Er P = - h 
2 Yaty? + tr? a +6 2ha!y? +n'n? a’ + bi 


Zerlegt man p, in eine Normalspannung N und eine Tangentialspannung 7", 
so erbält man 


N = Paz 608 (N X) + Pr, 608 (n y) = 0 
Gra°’b* ) 65) 


T = pn, eos (nx) — Pı, cos(ny)= 


2 14” + b° 


Am Mantel greift somit einzig eine konstante, gleichmäßig über den Umfang ver- 
teilte Tangentialkraft an. 

Praktisch wichtig ist dieser Fall für den Kreisquerschnitt spezialisiert. Er lautet 
dann: 


_ GrreN ü Grey 
') —— 2 { — j] I 
e / 
7 = G Ic +7 x T, GHr\T 2) 
(r T ht 
7 = -_ (ge? _ ’ 
4 
v rn (7 R- . fr Fi "T \ 
N —— 2 7 Sue s ( = 
N) > 


wo AR der Radius der Welle ist 

Ich habe dieses Problem direkt nach der semi-inversen Methode in meiner Arbeit 
Ueber die Torsionsbeanspruchung von Wellen« in der »Zeitschrift des oesterr. Ing.- u 
Arch.-Vereines«, 1914, Nr. 15, S. 345, gelöst. Bei Wellen greifen die tordierenden Kräfte 
ja immer am Mantel an. Es zeigt sich dann, daß zwar längsspannungen (Normal 
spannungen 7,) wegen der Achsensymmetrie nicht auftreten, daß aber die Schub 
spannungen größer sind als die nach der gewöhnlichen Theorie berechneten. Es ist 

2 M. 


nämlich in diesem Falle nach G!l. (ıl) z 0 und = und alle Spannungen 
GER'n 


lassen sich auf eine in den Radialschnitten wirkenden Schubspannungen 7, 


Fıs2?+ ? reduzieren. Diese Schubspannung erreicht ihr Maximum in ; R,z=| und 


M; R\?’ 2 j u 
ist dann 7aax = ee. | I6 —+| Die nach der zewöhnlichen Theorie berechnete 


5 2ıM | R\: 

maximale Schubspannung ist aber 7... = Daher ist ax: /ma = YiI-++(—) und 
R’n 4 / 

läßt man nur eine bestimmte maximale Schubbeanspruchung 7 zu, so ist die Welle an 


der Aufsitzsteile des Rades entsprechend zu verstärken. Das Maß dieser Verstärkung 
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kann eınem Graphikon, das in meiner oben zitierten Arbeit 


enthalten ist, entnommen 
werden 


b) Das Rechteck. Die Gleichung der Beranduı 


ıg ist 
Ic Ba: U -b 57) 
Dann ist bekanntlich 
2 in+] TU 
i | sin /ı 
3 3 | (In I) 2» a 
DD x 7 ta? 2 in 
I () / l aa 'n+]I tb 
GOS h 
a 
68 
: BD) Tg 
sin /ı 
4 | | I , D 
ey Ib | 2 sin 
. () In od ın | ut 
cos A 
vE 
Die Richtungscosinus der Normalen n sind 
cos (nr) 1 N 
für .r - a 
cos {n ı) () \ / 
und 69 
cos In) 0 / | 
| für >, - 5 
eos (n ı) FIN 
Gl. (50) gibt nun: 
£ 2 
> 1 U u 
fı I ! !: J } . iV), 
Aus Gl. (55) folgt dann 
/) N, (1 7 « A + / 
71 


ı)4 
p h=1 
l 
12 
ı)#® / 
p N Gr, ba / \ 
Ix* 
Im Falle der »Deformation dureh Torsion« ist y o und die Gl. (71) und (72 
vereinlachen sich zu 
N Gr(bzay, N — (GT (b Ebe), T’=0 : [73 


L 


Die Längsspannung (Normalspannung ©.) verschwindet in diesem Falle nicht. 
Sie ist vielmehr nach Gl. (26 
G 2>GrWb (74). 
Man vergleiche die Abb. Dieser Fall ist praktisch von Bedeutung z. B. bei der 
Berechnun®o eines tordierten einrespannten Eisenbetonbalkens. 


9. Bedeutung des Problems für die technische Mechanik. Die Theorie 
des elastischen Stabes ist von grundlegender Bedeutung für die technische Mechanik. 
Sie wurde vor $8t. Venant auf Grund 
verteilung oder Deformation behandelt und 
haltenen Resultate. Von St 
keit der 


verschiedener Annahmen über Spannungs- 
man überprüfte experimentell die so er 
Venant stammt die erste Untersuchung der Verträglich- 
empirischen Torsionstheorie mit den Grundgleichungen der Elastizitätstheorie, 
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Diese Untersuchung führte ihn zur Aufstellung einer neuen Theorie unter Zuhilfenahme 
des sogenannten »St. Venantschen Prinzips“ Durch dieses Prinzip wurde seine 
Lösung, die strenge nur für Stäbe alt, auf deren Endflächen die angreifenden Ober 
flächenkräfte in bestimmter Weise verteilt sind und deren Mantel spannungsfrei 
ist, für alle Fälle erweitert, in denen lediglich die 
Spannungszustände in von den AÄngriiisstellen der 














y 
äußeren Kräfte genügend weit entfernten Punkten 
von Interesse sind nn 

Es folgte nun eine Periode in der Anwendung fi I) Same : 
der Elastizitätstheorie auf die technische Mechanik, / u: , 
in welcher auf die einschränkenden Bedingungen 3 | x / 
der St. Venantschen Theorie zu wenig geachtet } I = 
wurde. l sn } 

Me 11 Tre / 

Wie ich an anderer Stelle') bereits hervor AA TE. em k 
gehoben habe, ist aber dem Techniker mit einer NN N, 
Theorie, welche die Einschränkung des St. Ve 
nantschen lPrinzips erfordert, im allzemeinen nicht Abb. 2 


gedient. Für die Dimensionierune ist der un- 


günstigste Spannungszustand maßgebend und sein Ort findet sich naturgemäß in der 
Nähe des Angrilisortes der äußeren Kräfte. Die Art des Angriiies darf daher nicht 
außer acht bleiben. 

Vor allem ist es notwendig den Einfluß von an der Manteloberfläche angreifenden 
Kräften zu untersuchen. 

Für den rechteckigen (Juerschnitt gab nämlich die St. Venantsche Theorie das 
paradoxe Resultat, daß die größte auftretende Spannung in Mitte der Breitseite auitrete, 
während der praktisch geschulte Techniker ihren Ort in der Nähe der Kanten gesucht 
hätte. Auf diese Unstimmigkeit wiesen Bach, Busemann und Zsehetzsche‘) hin. 
Eine stichhaltige theoretische Untersuchung bot keiner. Zschetzsche hatte als erster 
und einziger das Auftreten von Normalspannungen im “(Juerschnitt (Längsspannungen) 
behauptet. Die theoretischen Untersuchungen jedoch, die Zschetzsche zur Stützung 
dieser Anschauung anführte, waren ganz unzulänglich; insbesondere die Behauptung, 
daß das Auftreten von Normalspannungen aus der Verwölbung der (uer 
schnitte folge. Da konnten seine Gegner leicht darauf hinweisen, daß St. Venant 
mit mathematischer Strenge aus den Elastizitätsgleichungen die Verwölbung bei 6 Ö 
abgeleitet hatte. Die Unstimmigkeit kommt aber daher, daß die St. Venantsche Theorie 
Angriff der äußeren Kräfte nur an den Endflächen und spannungslosen Mantel voraussetzt, 
während in den meisten Fällen der Praxis und des Versuches die tordierenden Kräfte 
lediglich am Mantel des Stabes angreifen, und an solche Fälle hatten die oben 
renannten gedacht. 

Ich habe in der vorliegenden Arbeit nachgewiesen, daß falls die Oberflächenkräfte 
am Mantel angreifen, damit ein Auftreten von Normalspannungen im (aerschnitt im all- 
gemeinen notwendig verbunden ist. Ich habe den Nachweis erbracht für den Wall, 
dab die tordierenden Oberflächenkräfte reine Tangentialkräfte |vergl. Gl. (65,]| und 
für den Fall, daß sie reine Normalkräfte |vergl. Gl. (73), sind. Es tut nichts zur 
Sache, daß die Normalspannungen in der vorliegenden lösung auch in den Endquer- 
schnitten vorausgesetzt werden. Sind die Eindquerschnitte in Wirklichkeit spannungsfrei, 
so werden trotzdem Normalspannungeen in den weiteren @uerschnitten auftreten, die 
schließlich in genügendem Abstande den vollen Betrag erreichen. Diese Normal- 
spannungen verursachen dann ein Abrücken der gefährlichsten Stelle von den 
Breitseitmitten (bzw. von den Endpunkten der kleinen Achse der Ellipse) und damit 


ist die eıfahrungsmäßig konstatierte Unstimmierkeit theoretisch geklärt. 170 
1) Ueber da \uftreten von Normalspannungen bei Torsion prismat her Stäbe Oesterr, 


Wochenschrift f. d. ötfentliehen Baudienst. Heft ?3. (1015). 


#) Bach: Lehrbuch der Elastizität und Festirkeit; Busemann Formänderung und Ver- 
drehung« Z d. V.d. Ingenieure (1911), S. 5639 /.schetzsche: »Das Torsionsproblem«, Oest. W.f d 
(1912), S. 144. 


ött. Baudienst 
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Über die Prüfung und Eichung von Gleiswaagen. 
Von E. KRACKAU in Berlin - Reinickendorf. 


Das Wesen der Gleiswaage. Das zum Wiegen von Eisenbahnfahrzeugen 
dienende Instrument, die Gleiswaage oder Waggonwaage, besteht in der Hauptsache aus 
der die Last aufnehmenden Waagenbrücke, den verschiedenen Traghebeln mit ihren Auf- 
lagern und Verbindungsgliedern und dem Gewichtsanzeigeapparat. Abb. I zeigt eine 
derartige Waage in schematischer Darstellung. 

Man unterscheidet zwei Arten 
von Gleiswaagen und zwar sol- 




















an. FFOREEER 1 ET che mit Gleisunterbrechung und 

TIze Neil solche ohne Unterbrechung. Bei 

nt a u ersteren wird ein Stück Gleis 

u I\ aus dem EKisenbahngleis heraus- 

e geschnitten und auf der Brücke 

I /\ \ befestigt. Bei Waagen ohne 

\ > Gleisunterbrechung wird die 

N Brücke zu beiden Seiten des 

RE en ununterbrochenen Gleises ent 

weder außerhalb oder inner- 

halb der Schienen an- 

Ü) geordnet. Abb. 2 stellt 

\ eine derartige Waage 

pi der letzteren Bauart, 

KW die am gebräuchlichsten 

L& | m | ist, bildlich dar. Bei 

AN A diesen Waagen wird bei 

if N Vornahme einer Wä- 

WATT sung das auf den Eisen- 

omeamurn -ERAIEEER  ———— m == | —E bahnschienen ruhende 

(d__ R er ne RR „ Fahrzeug durch die 

1 (TE 4 I k ei nee 7  Waagenbrücke an den 
il I KNIE Si | o 

tl N Yt IN r# SSIISIE Spurkränzen erfaßt und 

Ur N N | NN von den Schienen abge- 

Er NN | | hoben. Zu diesem Zweck 

Ü ER Ä muß mittels eines Wind- 

NN | | werks das Hebelwerk 

IN IN! rn der Waage und somit 

ur N an nn die Brücke gehoben wer- 

den. Es ist also eın 


Brückenhub notwendig, 
der so groß sein muß, daß beim Wiegen das Fahrzeug vollständig von den Schienen 
abgehoben wird und andernteils bei Ruhestellung der Waage die Brücke derselben so tief 
liegt, daß über das ununterbrochene Gleis fahrende Züge die Brücke nicht berühren. 
Dieser Briekenhub wird aus wirtschaftlichen Gründen so gering wie möglich zu halten 
sesucht. Er beträgt etwa 30 bis 32? mm und setzt sich zusammen aus: 1. Spielraum 
zwischen Spurkranz und Brücke bei entlastetem Zustand, 2. Spielraum zwischen Rad- 
flansch und Schiene bei Wiegestellung, 3. Differenz der Spurkranzhöhe bei neuen und 
ausgelaufenen Rädern und 4. der Brücken- bzw. Hebeldurchbiegung. Er muß um so 
größer werden, je größer bei voller Belastung die Durchbiegung der Brückenträger ist. 
Bei der Berechnung der tragenden Teile müssen in erster Linie die amtlichen Eichvor- 
schriften berücksichtigt werden, da jede im öffentlichen Verkehr befindliche Waage amt- 
lich geprüft und geeicht sein muß. 


Art der Prüfung und Eichung nebst Hilfsmittel dazu. Die Prüfung und 
Kichung größerer Waagen für Verkehrslasten, insbesondere Fuhrwerkswaagen und Gleis- 
waagen soll nach den bestehenden Eichbestimmungen so vorgenommen werden, daß bei 
der Eichung die Art der Maximalbelastung den im Verkehr vorkommenden Belastungen 
durch die zu wägenden Fahrzeuge entspricht. 
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Für Fuhrwerkswaagen sind die ungünstigsten Verkehrsbelastungen gegeben durch 
schwere Lastautos, beladene Kohlen- oder Steinfuhrwerke oder dergl. Bei der Eichung 
solcher Waagen wird für die Maximallast auch in der Regel ein derartiges Fahrzeug ver- 
wendet. Da im allgemeinen weder die Abmessungen der zu wiegenden Fuhrwerke noch 
die Größen der Fuhrwerkswaagenbrücken für verschiedene Tragkrafiten nennenswert von- 
einander abweichen, so sind für die Berechnung und Konstruktion der Fuhrwerkswaagen 
ausreichende Unterlagen gegeben. 

Wesentlich anders liegen die Belastungsfälle bei Gleiswaagen. Die im Verkehr auf den 
Reichsbahnen vorkommenden Güterwagen, die auf Gleiswaagen verwogen werden sollen, 
weisen die verschiedensten Tragfähigkeiten und Radstände auf. Aus Zahlentafel I, die 
eine Auswahl der gebräuchlichsten Güterwagentypen zeigt, ist ersichtlich, daß z. B. zwei- 
achsige Wagen für 15 t Ladegewicht Radstände von 3 bis Ss m aufweisen, vierachsige 
Fahrzeuge für 20 bis 35 t Ladegewicht solche zwischen 6 bis 13,2 m usw. 
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Zahlentafel 1. 
Zusammenstellung einiger Güterwagen der deutschen Reichsbahnen. 






































Lade- | „_ Eigen- Lade er Eigen- 
En Radstand i die Radstand i 
Ari i [e- aastallt ıı ım .9* £ re wAatisti ( I 
Abh. B kraft 2 Abb. B kraft j ua ln 
wicht wicht wicht wicht 
in t in t in t R in t in t in t R 
10 10.5 1,19 2,8 0 53,0 15 16.8 1,5 
10 10, 1.09 I. er 1 y.) wer ) af Ib,» Br: 
iD 15.75 1:35 3.0 ui 5 623.0 A 11,0 B..03 
ID 13.18 7.29 1.0 2) 60.5 3.86 15.0 1.5 
Er 15 15.75 4,36 6,5 
15 15,7% 9,74 0 .) ; or 
vr ’ ” 20 21,0 11,35 3, 
20 21,0 36 5 _ IM 90,5 11.76 14 
I) 21,0 10,4 2,0 € I) 21.0 [1:25 1.8 
15 15:75 8.45 5,0 3.0 0 IN). 13.34 15 
>b 1» 19,79 10,15 7,0 5.5 Groß 
25 26.25 11,62 6,2 3,1 10 15.0 349 4 ı.9q züter- 
20 21,0 13,1 6,0 | 15 17.6 30.0 0,0 MEER SE See 
25 26.2 14,0 5.0 1. 3f 50 2.5 30.13 N.3 Io 
35 26,2 14,75 10,020 50 2,5 25,39 7,1 1:5 
ö 30 31.5 18,0 12,0 | 2,0 0 2,0 2,6 (2 1,6 
30 31.0 19,4 13,2 2.0 
2 36,75 15,0 12,0 3,0 
Für die Eichung von Gleiswaagen stehen Spezialbelastungswaggons, sogenannte 
Eichfahrzeuge, zur Verfügung, deren Abmessungen usw. aus Zahlentafel ersichtlich 





sind. Es sei hierbei bemerkt, daß einige dieser Eichfahrzeuge aus ehemaligen l.okomotiv- 
tendern hergestellt wurden, während der größere Teil Spezialkonstruktionen sind. Der 
Inhalt dieser Eichfahrzeuge besteht in der Ilauptsache aus geeichten Gewichten. 

Die Vorbereitung der Prüfang und Eichung einer Gleiswaage geschieht in der 
Weise, daß von der zuständigen Reichsbahnstelle, in deren Bezirk die Waage liegt, ein 
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Eichfahrzeug angefordert wird. Je nach den 

6, © G = > Abmessungen dieses gestellten Eichfahr 

2 — a rn zeuges erfolgt nun die Prüfung der Waage 

£ r) unter völlige verschiedenen Bedingungen, da 


von der Art der Belastung die Durchbiegung 
der Waagenbrücke abhängig ist. 


O9 IO FO Von der Durchbiegung ist aber die 





(renauigkeit der Waage abhängig, da bei 
-15- zu eroßer Durchbiegung die eichgesetzlich 
z„ulässiren Fehlergrenzen überschritten wer- 
den und die Waage nicht „eeicht wird 


Zahlentafel II 





Anzahl der Eiehfahrzeuee der deutschen Nheichsbahnen 
Lk San \ I Mai | 
| in In 
\ 
\ 1.0 |4 














Unzulänslichkeit der Eichvorschriften und Hilfsmittel. Vergleicht man die 
\bmessungen, insbesondere die Radstände der Eichfahrzeuge mit denen der Güterwagen, 
so ist ohne weiteres zu erkennen, daß die Eichfahrzeuge durchweg eine viel ungünstigere 
Belastung für jede Gleiswaage darstellen als die tatsächlich zu wiegenden Güterwagen. 
ie Eichfahrzeuge unter sich weisen wiederum die verschiedensten Radstände auf, die 

je kleiner sie werden immer weniger den Verkehrslasten entsprechen. Dei einer 
(rerenüberstellung findet man, daß die zweiachsigen Eichfahrzeuge mit den kürzeren 
Radständen und fast sämtliche dreiachsigen am wenigsten mit den Verkehrslasten iüber- 
einstimmen. Welche Bedeutung eine derartige Unzweckmäßigkeit für die Konstruktion 
einer Waage hat, möre folvendes Beispiel veranschaulichen. 

Eine Gleiswaage für 10 t Wiegefähigkeit mit einer Stützweite von 4,6 m wird mit 
einem dreiachsigen Eichfahrzeuge von 40 t Gesamtgewicht und 4,5 m Außenradstand be- 
lastet. Die Brückendurehbiegunge möge entsprechend dem gewählten Brückenprofil in der 
Mitte ! mm betragen. Wird dieselbe Waage mit einem dreiachsigen Eichfahrzeug von 
gleichem Gesamtgewicht aber mit nur 2,s m Außenradstand belastet, so ergibt sich eine 
Brückendurchbiegung in der Mitte von rd. s mm. Sie ist also um 100 vH größer als die 
ım ersten Falle. 
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Die oberste Eichbehörde, die Phvsikalisch-technische heichsanstalt, Abtlge. I für 
Maß und Gewicht, plant für die Eichunge von Gleiswaagen (irenzwerte für die Durch- 
biegungen vorzuschreiben, die im Interesse der Eichfähigkeit nicht überschritten werden 
dürfen. 

Damit wird der ohnehin unsichere Zustand infolge der Unbestimmtheit der Be 
lastungsarten für den Waagenkonstrukteur noch schwieriger. 

Es ist in der heutigen Zeit nicht mehr möglich mit dem Material planlos zu wirt 
schaften und einfach eine Waage so schwer zu bauen, daß keine Gefahr besteht, sie nicht 
geeicht zu erhalten, ganz abgesehen davon, daß durch ungünstige Materialanhäufungen 
an unrichtiger Stelle die Empfindlichkeit beeinflußt wird. 


Vorschläge zur Verbesserung der Eichbestimmungen bei Gleiswaagen. 
Unbedingt notwendig erscheint es, daß neben der geplanten Vorschrift über die Durch 
biegungsgrenzwerte Belastungsarten bei Eichungen von Gleiswaagen vorgeschrieben werden. 

Der einfachste Weg wäre der, für die Prüfung tvpisierter Gleiswaagen nur ganz 
bestimmte Eichfahrzeuge zu verwenden. Dazu reichen aber die vorhandenen EKichfahr- 
zeuge bei weitem nicht aus und die Mittel zum Bau neuer Eichwagen dürften schwer 
bewilligt werden. Ein anderer Ausweg wäre der, daß entweder von der Eichbehörde 
oder von der Reichsbahn für tvpisierte Waagen die Trägheitsmomente der Brückenträger, 
von denen ja die Durchbiegung abhängig ist, vorgeschrieben würden. Das kann aber 
wiederum nur unter Berücksichtigung der vorhandenen (und in der Mehrzahl nicht den 
Verkehrslasten entsprechenden) KEiceblahrzeuge geschehen. Obendrein wäre dieser Weg 
aber, zum mindesten bei Waagen, die größer als der Normaltvp von 40 t Wiegefähigkeii 
und 7,5 m Brückenlänge sind, verfehlt, denn dadurch würde der Waaeenindustrie in bezug 
auf Konstruktionen die Selbständigkeit beschnitten, was eher einen Rückschritt be- 
deuten würde. 

Ist es nun möglich, mit den vorhandenen Eichfahrzeugen die dringend notwendige 
Gesetzmäßigkeit in der Prüfung von Gleiswaagen zu bringen? 

Diese Frage kann bejaht werden, denn die Verschiedenheit der Eichwagen wird 
gegenstandslos, wenn man die durch verschiedene Eichfahrzeuge auf ein und derselben 
Gleiswaage hervorgerufenen Durchbiegungen einander gleichgesetzt und nach diesem 
Wert die Belastungen bestimmt. Die folgenden Ausführungen sollen als Vorschläge den 
Weg zeigen. 

In erster Linie müssen seitens der Eichbehörde ein oder mehrere Eichfahrzeuge, 
die mit ihren Abmessungen den Verkehrslasten (Güterwagen) am meisten Rechnung 
tragen, als Normaltyp bezeichnet werden. Wird dann bei einer Kichunge ein Fahrzeug 
verwandt, dessen Abmessungen von denen des Normaltvps verschieden sind, so ist durch 
andere Verteilung der Last die gleiche Durchbiegung der Brücke hervorzurufen, die das 
Normaleichfahrzeug erzeugen würde. 

Als Normal-Eichfahrzeuge dürften für Gleiswaagen von 30 t Wiegefähigkeit zwei 
achsige Wagen mit 3,3 m Radstand und 30 t Bruttogewicht und für Gleiswaagen von 
40 t Wiegefähigkeit zweiachsige Wagen mit 3,5 m Radstand und 140 t Bruttorewicht am 
geeignetsten sein, da diese Fahrzeuge selbst den ungünstiesten in Frage kommenden 
Verkehrslasten am meisten Rechnung tragen. 

Die Zahlentafel II erhält zwar von letzteren Fahrzeugen keine Ausführungsform, 
man vergleiche aber das auf S. 425 unter »Praktische Durchführung“ hierüber Gesapte. 

Setzt man voraus, daß das Gesamtgewicht jedes Kichfahrzeuges so gleichmäßig auf 
die Achsen verteilt ist, daß die haddrücke unter sich gleich sind, so ergibt sich folgende 
Rechnung. Bezeichnet: 


G, — Gewicht des Normal-Eichfahrzeuges, 

(3 — Gewicht eines abnormalen zweiachsigen Eichfahrzeuges, 

G; = (rewicht eines abnormalen dreiachsigen lichfahrzeuges, 

r, — Radstand des Normal-Eichfahrzeuges vom Gewicht (@\, 

ra — Radstand eines abnormalen zweiachs. Eichfahrzeuges vom Gewicht G;, 
"3 — Radstand eines abnormalen dreiachs. Eichfahrzeuges vom Gewicht G;, 
s — Stützweite der Bricke der zu prüfenden Waage, 


so beträgt die durch das Normal-Eichfahrzeug hervorgerufene Durchbiegune eines 
;rückenträgers: 
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die Durchbiegung, die durch ein gestelltes abnormales zweiachsiges Eichfahrzeug entsteht: 
v8 2 z 
2 2° +2 ns —rm' u 
/ 1 ASEJ . ) ) 


und die Durchbiegung, die ein gestelltes abnormales dreiachsiges Eichfahrzeug erzeugt: 


fi 


Aus diesen Formeln läßt sich ohne weiteres errechnen, wie groß das Gewicht G; 
bzw. G, eines gestellten abnormalen Kichfahrzeuges sein muß. Ist es in Wirklichkeit 
größer als errechnet wurde, so sind aus dem Wagen entsprechend Gewichte herauszu- 
zunehmen und um ohne Einfluß auf die Durchbiegung zu bleiben über die Stütz- 
punkte der Brücke zu verteilen. Ist es kleiner, so muß in den Achsenmitten Belastung 
zugesetzt werden, was sich leicht durch Schienen, die über die Achsen gelegt werden, 
bewerkstelligen läßt. Diese zusätzliche Belastung ist natürlich nur im Bereich der Wiege- 
fähigkeit der Waage zulässig. 

Man kann nun, um den Eichbeamten die Ausrechnungen von G, bzw. G3 zu er 
leichtern, die Formeln 1) bis 3) unter Zuhilfenahme von Tabellen wesentlich vereinfachen. 


(Ga | 


6 48 EJ Is? \ ı(s u (2 s* * 2 WA "3°)s] . . ° ; R (3). 


Setzt man (s—rı) (2? s’+2r s—n‘) = U, 
(5 112 3’ 2m8 3) = 0, 
Be (32 0 ) a 
und s’+ 41(s—r3) (2s’+2r3 Ya°ıı ds 
3 
Gy G2 a2 G3 a3 
so wird  fı  h— 
/ i-48S EJ / 4-48 EJ' / t 48 EJ 
’ v “X; Y Y “ . 
und Gy — (G 0.14), G, —=Gı (5). 
‘dt a2 


ie Werte «,, “ und «“ sind aus Zahlentafeln zu entnehmen, von denen beispiels 
weise Zahlentafel III Werte für «, und «&, Zahlentafel IV Werte für «; zeigt. 


Zahlentaiel III. 








Werte «, s ",)(?28s;+2rs—r‘) für Normaleichiahrzeuge und 
(s „)(2s?’+ 2798 ",”) für die übrigen zweiachsigen Eichfahrzeuge. 
Brücken 

ER Radstände rı bzw. » in m 

in m 5 8 3.0 5.3 5.35 3.8 3.5 3.6 1.0 

1,6 124 I0s 97 gu 17 74 68 62 38 

8 +, 130 119 100 9; 94 Ss Ss 1 55 

0 172 154 142 123 119 116, 109 102 74 

D.2 199 IS IGS 147 144 140 33 126 9 

| 29 210 196 174 170 167 159 153 120 

6b 6. 241 37 04 >00 196 IS 180 146 

N 4%, 276 Zi 23% 23» 229 220 211 176 

b,0 | 29% 272 268 >63 254 245 208 

6,2 6 336 10 306 >01 292 282 243 

h,d 120 a S fl >46 42 32 322 2s1 

6,6 167 142 124 295 390 335 75 365 322 

6.8 14 ra 412 143 138 132 422 41 366 

1.8 70 43 524 95 49 483 172 460 14 

719 689 568 635 629 623 611 99 548 

v Su 08 835 99 792 86 773 7650 704 

1085 1050 1026 ys6 980 975 959 944 8S4 

2,0 1305 1268 1242 1200 1193 1185 1170 1155 1090 

9,5 1552 1513 1485 1438 1433 1426 1409 1392 1329 

10,0 IS2S 1787 1757 1709 1701 1693 1675 1658 1584 





Die Anwendung dieser Zahlentafeln mögen folgende Beispiele erläutern. 

Angsenommen wird, daß als Normal-Eichfahrzeug für Waagen mit 30 t Wiegefähig- 
keit ein zweiachsiger Wagen mit 3,53 m Radstand festgelegt ist. Wird nun zur Eichung 
einer 0 t Gleiswaage, die beispielsweise eine Stützweite von 6,4 ın hat, ein zweiachsiges 
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Zahlentafel IV. 








Werte  — — Is? + ts —r3) 25’+2r3s —r3’)}| für dreiachsige Eichfahrzeuge. 
..) 
ee Radstände v3 in m 
stutzweite 
s in m 2.5 . 2.83 30 315 3.23 3.3 3.3 3.4 3.45 3.5 6 3.76 3.9 1,0 I: 
t,6 147 | 137 | 136 | 130 | 124 | 122 | 118 | 116 | 115 | 113 | 111 107: 100 34 40 6% 
1,8 12 161 160 199 147 145. 141 139 1305 154 132 128 121 115 110 8» 
Hr) 198 | 186 | 185 | 178 721 1691| 165 | 163 | 161 158 156 | 152 | 144 | 157 133 10 
2.2 227 214 213 | 206 199 196 192 190 187 185 182 178 170 162 157 151 
3,4 258 2453| 244 236 | 229 | 226 | 221 2158| 216 | 213 | 211 206 193 190 IS5 157 
3,6 292 | 278 217 268| 261 258 | 253 251 248| 245 | 243 | 237 | 229| 221 215 IS5 
N 328 | 313 | 312 | 304 | 296 | 295 | 288 | 2855 | 282 | 279 | 27 271 262 | 253 | 247 21 
6,0 368 | 353 | 351 3421| 334 | 331 325 | 322| 319 | 316 | 314 | 308 | 298 39 | 283 250 
0,2 1009| 394 392| 3553| 374 573 366 | 363 | 360 | 356 | 353 | 347 L A 921 4,1 
h.4 155 139 137 197 | 118 415 109 106 103 99 96 90 279 36,9 3602 >26 
6,6 >02 IS 184 74 164 161 155 | 452 149 445 42 135 r24 14 106 ION 
HN »93| 537 | 535 | 524 >14 all 505. 501 148 104 ol 484 475 162 154 114 
7.0 509 9] As9 78 68 >64 557 554 550 546 5453 536 524 515 505 163 
1.8 160 | 741 | 739| 727 | 716 | 712 | 704 | 700 | 697 | 693 | 689 | 680 | 665 | 657 | 646 601 
0 934 9013| 911 NOS 886. 882 74! 870| 865 861 857 48 834 s’0| 811 761 
Sy. 1152 11101108 1093 1080 ‚1076 1067 1061 1058 10553 104% 1039 1021 1004 999 445 
40 1356 11332 11329 1314 |1300 |1296 |1286 |1281 |1276 |1271 11266 |1256 /1240 11224 11213 | 1154 
9,9 1605 i1580 |1577 11562 11546 |1541 |1531 |1527 |152ı1 |1516 |1511 11500 |1482 |1465 11459 | 1391 
10,0 1355 11858 |1855 18538 11822 |1817 |1806 |1801 !1795 |1789 11784 11772 11753 11735 11723 | 1656 





Eichfahrzeug mit 2,5 m Radstand gestellt, so darf das (resamtgewicht dieses Fahrzeuges 
nach Formel 4) nur betragen: 
351 b 
(G, 3 == 25 Lt. 
420 
Die übrigen 5 t sind über die Stützpunkte der Waage zu verteilen. Die Werte 
35l — «,, bzw. 420 — @&, sind aus Zahlentafel III entnommen und zwar von den Schnitt- 
punkten der senkrechten Spalten 3,3 bzw. 2,5 m (Radstände) mit der horizontalen 
Spalte 6,1 m (Brückenstützweite), Wird für die gleiche Waage ein dreichachsiges Eich- 
fahrzeug mit 4 m Außenradstand gestellt, so beträgt 


351 
GW" = 29, 
563 
Ist dareeren das für obige Waare gestellte Eichfahrzeue bei 4m Radstand zwei 
[ee] ee) -) 2 
achsig, so muß 


Ga = 0 == 3/,0 1 
IS] 


sein, wenn die gleiche Durchbiegung wie durch das Normal Eichfahrzeug erzeugt werden 
soll. Da im letzten Falle die Wiegefähigkeit überschritten wird, ist dieses Eichfahrzeug 
für Wiegefähigkeit unter 37,5 t nicht brauchbar. Auf solche Fälle wird weiter unten noch 
näher eingegangen werden. 


Für den praktischen Gebrauch wird man noch weitergehen und besonders für 
normalisierte Gleiswaagen — fertige Tabellen ausrechnen, aus denen die vorzunehmende 


Verteilung der Eichlast entnommen werden kann. Zahlentafel V und VI zeigen für die 
Gleiswaagen von 40 t Wiegefähigkeit die Eichbelastungen durch zwei- bzw. dreiachsige 
Eichfahrzeuge verschiedenen Radstandes, die bei einer bestimmten Stützweite gleiche 
Durchbiegungen hervorrufen. Als Normaleichfahrzeug ist hierbei, wie vorher bemerkt, 
ein zweiachsiger Wagen mit 3,5 m Radstand und für 40 t Bruttogewicht zugrundegelegt. 

Beispielsweise möge zur Eichung einer Gleiswaage für 40 t Wiegefähigkeit, die 
eine Brückenstützweite von 5 m hat, ein zweiachsiges 40 t Eichiahrzeng von 3,3 m Rad- 
stand gestellt werden. Nach Tabelle V darf die Belastung durch dieses Fahrzeug nur 
35,5 t betragen, während die fehlenden 4,5 t über die Stützpunkte der Brücke zu ver- 
teilen sind. 

In einem anderen Falle wird z. B. bei Eichung einer 40 t Waage mit 6,5 m Stütz- 


weite ein dreiachsiges Eichfahrzeug mit 3,3 m Außenradstand gestellt. Die Maximallast 
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Zahlentafel V 
Maximal-Eichbelastungen (; in / 


Gleiswaagen von 
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dieses Fahrzeuges darf nach Zahlentafel VI nur 33,4 t betraren, der Rest ist iiber die Stütz 
verteilen 
der 


In diesem Falle kann das Eichfahrzeue 
iiber die 





zweiachs 


It Wiegefähigkeiit 


Kichfiahrzeuge für 














durch dreiachsi ‚ichfahrz 


von Wiegeilähigkeit. 

















übrigens 
mit »,4 t Zusatzgewicht (Schienen oder dergl.) zu be- 
iasten ist, während die fehlenden 6,6 t über die Stützpunkte zu verteilen sind. 
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Die vorstehenden Ausführungen sind vorläufig nur für Waagen bis 40 t Wiege- 
fähigkeit ohne weiteres verwendbar. Sie lassen sich für größere Typen dann verwenden, 
wenn die Wiegefähigkeit nur deshalb höher gewählt wird, um mit Rücksicht auf Ab- 
rosten, rauhen Betrieb und dergl. eine längere Lebensdauer der Waage zu erzielen. 
Letzteres wird fast bei allen Waagen von über 40 t bis einschl. 50 t Wiegefähigkeit zu- 
treffen, die eine Brückenlänge von 10 m und weniger aufweisen. In solchen Fällen ist 
die über 40 t hinausgehende Last bei der Eichunge zweckmäßig über die ganze Brücke 
zu verteilen. 

Als nächst größerer Waarentyp nach der Gleiswaage von 40 t Wiegefähigkeit hat 
sich in den letzten Jahren die Waage mit 60 t Wiegefähigkeit mit 12 m oder besser 
14 m Brückenlänge entwickelt. Sie ist vollkommen ausreichend für die Verwiegung aller 
Fahrzeuge bis einschl. derjenigen mit zweiachsigen Drehgestellen, jedoch ohne die neuen 
Großgüterwagen. 

Da alle Güterwagen, die eine höhere Verkehrslast als 40 t darstellen, Drehgestelle 
besitzen, so stellen sie infolge der langen Abstände der Drehgestelle voneinander für die 
Gleiswaagenbrücken günstige Belastungsarten dar. Aus Abb. 5 ist ohne weiteres ersicht 
lich, dab auf einer 60 t Gleiswaage mit 12 m Brückenstützweite ein Normal-Eichfahrzeug 
von 40 t für die Brückendurchbiegung viel ungünstiger ist, als eine Verkehrslast durch 
ein Drebgestell-Fahrzeug von 60 t. 
Diese Art Waagen müßten demnach 
in der Weise geprüft werden, daß 


sie einmal mit einem normalen 40 t INormaleich 19 


ungünstigste Verkehrsiast für BOL bleiswaage 



































Eichfahrzeug in der Mitte und dann : | fahrzeug "u an A 
durch zwei gekuppelte kurzachsige 75t 751 70L 701 138 ist | 
Eichfahrzeuge bis zur vollen Wiege- Ma RAu9425) a 


fähigkeit belastet werden. Das Zu- 
sammenkuppeln muß so geschehen, 
daß die Eichfahrzeuge eine Belastung 
darstellen, die derjenigen durch die schwersten zweiachsigen Drehgestellwagen entspricht. 
Bei letzteren schwankt der Abstand der Drebgestelle zwischen ‘% und 12 m, die Mitten 
der beiden zu kuppelnden Eichfahrzeuge müssen also etwa 5 m auseinanderliegen. 

Für größere Waagen, die speziell zur Verwiegung von Spezialfahrzeugen, wie 
Großgüterwagen, Tiefladewagen, Bodenentleerer usw. dienen, gibt es überhaupt keine 
geeigneten Eichfahrzeuge. Gewöhnlich wird dem Lieferer seitens des Bestellers bekannt- 
gegeben, welchem Wiegezweck derartige Waagen dienen sollen und die Prüfung und 
Eichung findet dann gewöhnlich mit einer entsprechenden Verkehrslast statt. Nicht 
unerwiähnt darf bier bleiben, daß derartige große Fahrzeuge auch auf sogenannten Ver- 
bundwaagen oder Doppelwaagen gewogen werden, die aus je zwei Einzelwaagen be- 
stehen, von denen jede ein Drehgestell aufzunehmen hat. Ferner werden größere (ileis- 
waagen gebaut, bei denen die Brücke statt auf 4 Stützpunkten auf 6 oder S Punkten 
ruht. Um eine einwandireie Prüfung solcher Wiegeanlagen vornehmen zu können, 
müßten Eichfahrzeuge geschailien werden, deren Achsenabstände denen der Drehgestelle 
von Großgüterwagen entsprechen, d. h. also Drehgestellfahrzeuge mit höchstens 1,35 m 
Radstand bei 40 t Bruttogewicht eines Drehgestelles. .Solange solche Eichfahrzeuge nicht 
vorhanden sind, müssen dafür entsprechende Verkehrslasten verwendet werden. 


Abb. D. 


Praktische Durchführung der Verbesserungsvorschläge. Es soll noch kurz 
gestreift werden, wie man am wirtschaftlichsten die vorhandenen Eichfahrzeuge umge- 
staltet. Werden, wie vorgeschlagen, die zweiachsigen Eichfahrzeuge mit 3,5 m Radstand 
als Normalfahrzeuge für 40 t festgelegt, so können auch sämtliche dreiachsigen Eichfahr- 
zeuge mit 4,5 m Außenradstand als Normaleichfahrzeuge für 40 t gelten. 

Läßt man Abweichungen bis zu 10 vll zu, so können in vielen Fällen ein großer 
Teil der übrigen Eichfahrzeuge ohne Aenderung verwendet werden. In den Zahlen- 
tafeln V und VI sind diese Verwendungsgebiete durch starke Umrandungen hervor- 
gehoben. Durch eine entsprechende Aufischrift, z. B. für einen zweiachsigen 40 t Eich- 
wagen mit 3 m hadstand: »Ohne AÄenderung nur für Waagen mit 6 m Stützweite und 
darüber brauchbar« sind diese Fahrzeuge zweckmäßig kenntlich zu machen. In gleicher 
Weise kann für die 30 t Kichfahrzeuge verfahren werden bei Zugrundelegung eines 30 t 
Normaleichfahrzeuges mit 3,3 m Radstand. (Die entsprechenden Laasten lassen sich leicht 
mit Hilfe der Zahlentafeln IIL und IV errechnen.) Ein Teil der übrigen abnormalen 
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Kichfahrzeuge wird ohne größere Kosten umzubauen sein, vielleicht auch durch Zu 
sammenkuppeln zu solchen, die für die Prüfung von Waagen für Großgüterwagen 
reeienet sind, 


Andere Möglichkeiten einer Verbesserung der bestehenden Eichbestim- 
mungen. Zıum Schluß sei noch ein Weg genannt, bei dem alle Eichfahrzeuge unver- 
ändert bleiben können, der aber infolge der dabei notwendigen schwierigen Messungen 
nicht zu empfehlen ist. Man kann nämlich entsprechend der Eichfahrzeug-Radstände ver- 
schiedene Höchstgrenzen für die Durchbiegungen bei gleichen Brückenstützweiten vor- 
schreiben, wie folgendes Beispiel zeigt: 

Brickenstützweite einer 40 t Gleiswaage: 6 m. Zulässige Durchbiegung durch 
einen zweiachsiren Eichwagen 


I. mit 3,5 m Radstand 3.343 mm 
2 83,3 » #5 + .: U 
3...» 3,0» 1,67» 
4, r 25 » i Send - 9,26 » 


Da aber fiir Messungen von Zehntelmillimetern alle Voraussetzungen bei den 
Eisenkonstruktionen der Wagenbrücken fehlen und außerdem, um zu große Durch 
biegungen zu vermeiden, die Höchstgrenzen derselben für sonst normale Fahrzeuge sehr 
niedrig gehalten werden müßten, ist dieser Weg, wie schon erwähnt, nicht zu empfehlen. 


Wirtschaftliche Vorteile der Verbesserungsvorschläge. Die Vorteile der 
Festlegung von Belastungsarten für die Prüfung von Gleiswaagen liegen klar aui der 
Hand. Die Waagenindustrie kann die Gleiswaagen tvpisieren, das Material restlos aus- 
nutzen und billiger liefern. Vorhandene Waagen, insbesondere die frühere Normalwaage 
mit 30 t Wiegefähigkeit, können in vielen Fällen in der Wiegefähigkeit heraufgesetzt 
werden, ohne daß eine Verstärkung der Brücken notwendig ist. Die bestehende Gefahr 
durch das Bestreben einzelner Herstel!'erfirmen, die Stützweite so gering wie möglich zu 
wählen, um zeringste Durehbiegung zu erzielen, wird im Konkurrenzkampf zunichte ge: 
macht, da jeder gewissenhafte Konstrukteur jede Waage auch dahin berechnet, daß ein 
Kippen der Brücke über die Stützpunkte bei Stellung einer Fahrzeugachse auf der 
Brückenkante mit Sicherheit vermieden wird, auch wenn die Waage keine Auffahrtrampen 
besitzt. 494 


Der feste Stoß und der Sprengstoß gegen den 


frei aufliegenden Balken. 
Von KARL FLIERL in München. 


I. Der Stoß fester Körper. 


1, Geschichtliches über die elementare Theorie. Im zweiten Heft des 
I. Bandes dieser Zeitschrift findet sich eine beachtenswerte Abhandlung über den Einfluß 
der inneren Dämpfung auf die Festigkeit gegenüber Stößen von Th. P. Lesch. Der Ver- 
lasser legt dort seiner Untersuchung, die er auf den (uerstoß gegen irgendwie gelagerte 
Balken anwendet, den Ansatz von Routh über die Dämpfungsspannung s=F zu- 
grunde und entwickelt aus der Energiegleichung für den (Jaerstoß, welcher er die dem 
kouthschen Ansatz entsprechende Dämpfungsarbeit beifügt, den größten Schwingungs- 
ausschlag des Balkens. Bei der Berechnung der potentiellen, kinetischen und Dämpfungs- 
energie nimmt er an, daß »der Balken in jedem Augenblick diejenige Gleichgewichtsform 
besitzt, die der Senkung des Punktes in der Mitte in jedem Augenblick entspricht«, daß 
also mit andern Worten die Geschwindigkeit der schwingenden Balkenelemente 
den Durchbiegungen derselben proportional sind. Diesen Gedankengang hat zum ersten 
Mal Homersham Cox bei der Untersuchung der gleichen Aufgabe, nur ohne Dämpfung, 
verfolgt. Man hat ja ursprünglich, noch in den ersten Jahrzehnten des vorigen Jahr: 
hunderts, die Durchbiegung eines quer zur Längsachse gestoßenen, frei aufgelagerten 
Balkens ohne Berücksichtigung der Geschwindigkeit der schwingenden Balkenelemente, 
d.h. also ohne Berücksichtigung der Balkenmasse berechnet, indem man einfach die sich 
aus der Durchbiegung ergebende Formänderungsarbeit der unverminderten lebendigen 
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Kraft > v” des Stoßgewichts @ im Augenblick des Aufschlages gleichsetzte. Später fügte 
2g 


man, unter Ännahme eines unelastischen Stoßes, auch noch die Arbeit Q./ des Gewichtes Q 
während des Balkenausschlags J hinzu und errechnete aus dieser Energiegleichung den 
dynamischen Biegungspfeil zu 

/ v?\ 

d=-flı+ u, 
97 

worin /f die durch die statisch wirkende l.ast & hervorgebrachte Durchsenkung in der 
Mitte bedeutet. In dieser Form erscheint der Ausdruck zuerst bei Poncelet (Introduction 
iı Ja M&canique industrielle 1539). 

Tredgold fand bei seinen Versuchen stets einen kleineren Wert für (, als er sich 
nach der Theorie ergab. Er schloß daraus, daß die Vernachlässigung der Balkenmasse 
daran schuld sein müsse und behandelte das Problem wie den Stoß freier unelastischer 
Körper. Er reduzierte also die Aufschlaggeschwindigkeit vo im Verhältnis a. „ wobei er 
mit P das ganze (rewicht des gestoßenen Balkens in Rechnung setzte. E. HHodgkinson, 
der gleichfalls zahlreiche Versuche an frei aufgelagerten Balken anstellte, fand hierbei, 
daß nur etwa die Hälfte des Balkengewichtes eingeführt werden dürfe (On the effect of 
impact on beams 15833). 

Dieses empirische Ergebnis bestätigte nun ('ox auch durch eine theoretische 
Untersuchung (On Impact on Elastic Beams 1349). Er setzte auf Grund der oben er- 
wähnten Voraussetzung die Geschwindigkeit ‚der durch den Stoß in Bewegung gesetzten 
Balkenelemente » — Ay, worin y= r (3? — 4x’), und dachte sich an der Stoßstelle 
von der Balkenmasse nur einen gewissen Anteil # vereinigt, welcher mit einer der 

9 
Balkenmitte entsprechenden Geschwindigkeit »—=4f dieselbe lebendige Kraft besitzt als 
die ganze Summe der mit den Geschwindigkeiten v,—4y sich bewegenden Balken- 
elemente. Hiernach entwickelte Cox den Reduktionsfaktor # zu ''/s. Mit dieser Ver- 
besserung ergab sich für den Biegungspfeil der Ausdruck 

v* 
d=f(ı+ Yı+ nr 


fol! 4 “o) 


in welchen naturgemäß auch die von Lesch entwickelte Formel übergeht, wenn der 
Kinfluß der Dämpfung vernachlässigt wird. 

as Verfahren von Cox hat St. Venant verallgemeinert (Note finale zu S$ 61 der 
»T'heorie der Elastizität« von Clebsch) und es auch auf frei aufliegende Balken mit 
überkragenden Enden, auf eingespannte Balken und Kragträger ausgedehnt. Besonderes 
Interesse bietet der erstere Fall, weil er zugleich die Mängel dieser Theorie deutlich er- 
kennen läßt. Die statische Biegungslinie der auskragenden Balkenenden stellt ja, wenn 
der Balken zwischen den Stützen durch ein Gewicht belastet ist, eine Gerade dar; somit 
treten von den Stützen bis zu den freien Enden keine Biegungsmomente mehr auf. Weil 
nun nach der Annahme von Cox dieselbe elastische Linie auch bei der entsprechenden 
dynamischen Beanspruchung zugrunde zu legen ist, so erscheinen dann die freien Balken- 
enden ebenfalls als spannungslos. Das ist aber, wie schon die bloße Ueberlegung lehrt, 
wegen der Trägheit der überhänrgenden Massen offenbar unrichtig: denn namentlich über 
den Stützen treten, sofern die freien Enden lang genug sind, mitunter recht erhebliche 
Momente auf. In solchen Fällen läßt sich eben eine strengere Behandlung nach der 
Schwingungstheorie nicht mehr umgehen. 


2. Die Schwingungstheorie. St. Venant hat das Stoßproblem nach der Schwin- 
gungstheorie sehr eingehend behandelt (Theorie der Elastizität von ÜUlebsch, Note finale 
zu S61) und dabei festgestellt, daß unter gewissen Näherungen auch die Theorie von 
Cox aus der Schwingungstheorie hervorgeht. Wie im folgenden kurz entwickelt werden 
soll, besteht der gleiche Zusammenhang auch bei der Formel von Lesch, wenn in der 
Differentialgleichung des Problems und im zugehörigen Lösungsansatz noch die Dämpfung 
mit einbezogen wird. 

Schreibt man unter Berücksichtigung des Routhschen Ansatzes die Querschnitt- 
spannung im gestoßenen Balken mit 

de 
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an, so lautet die Gleichung der Biegungslinie für einen gewissen Zeitpunkt { 
\ \ Y j ” Y Y Oo Y » 
= —EJ-" FJ — De Er 
() a4 u ot 
Ilier bedeuten X das Biegungsmoment, E den Elastizitätsmodul, J das Trägheitsmoment 
des Balkenijuerschnitts, F die sog. Dissipationszahl, % die Balkendurchbiegung im Ab- 
stand © vom linken Auflager. 
Nun ist die Aenderung der Schwerkraft auf die Länge dx des Balkens 


! c1?ı 


r ' 4 Y v . 
oV = FE J dx FJ dx 
I2° Oatot 
gleich der am Balkenelement (x anzubringenrden Trägheitskraft 
O-y 
u -UX, 


(N! 1 


worin a die auf die L.ängeneinheit bezogene Balkenmasse bezeichnet. Hieraus folgt sofort 
die Differentialgleichung der gedämpiten Balkenschwingungen 
EJ- 28 | ne + u _—® a . 
I! Vatot et“ 
Diese Gleichung gilt ganz allgemein für beliebig gelagerte Balken, welche auf irgend 
eine Art in Schwingungen geraten. 

Ein frei aufliegender prismatischer Balken werde nun in der \itte zwischen den 
Stützen durch ein Gewicht & mit der Geschwindigkeit v» getroffen. Der Stoß sei un- 
elastisch, das Gewicht bleibe also nach dem Stoß dauernd mit dem Balken verbunden. 

Dieser Fall wird durch die Lösung 


y=Z2Xe-’(A„sinot+B„nesaW+fl®) -» :» ...4) 


dargestellt. Die Lösung befriedigt die Gl. (3), wenn 


 FJ m! .- 16 E.J m? en m & 
( a 5* und 0) ai 3? ut. : Tu R . ” = (5) 

N t 1 \ 

ul ul 
oesetzt wird 
Das erste Glied der Lösung mit der von ? freien Fanktion 

2m . 2m 
sın a in I 

. I l 

X 


vos m (So IN 


nn. 
rn. 
nu 


stellt eine Summe von unendlich vielen Schwingungsiormen dar, die sieh übereinander 
lagern. Das zweite Glied f(x) = R (302° — 4’) entspricht der statischen Kinwirkung 


des am Balken hängenden Gewichtes @. Beide Funktionen in x haben die Grenz- 
bedingungen 
ey r Oy . 
y- 0 und 0 für 20, = 0 ür 2 = 
[8° 08 Z 
zu erfüllen. Nun wirkt in der Balkenmitte zu irgend einer Zeit ? nach Stoßbeginn die 
Scherkraft 


I (ou Q IM .0ty . My | 
| ) u | ) — (E 3 m le < } to 4 GE 
gg wi ı2 2 Ve /1j2 ar Jz’OL 2 ; 
Aus dieser Gleichung folgt zusammen mit der Lösung (4) nach einigen Nebenrechnungen, 
' . ‚z 16 m? “ai „16 m? ul 
bei welchen man zweckmäßig EJ durch w° und #J durch 2 « und zum 
I Mm I’ m 


Schluß “/g durch das ganze Balkengewicht P ersetzt, die sog. Periodengleichung des 
Systems 
ı DD . 
miig m — RU > BB Re A ee (7). 


) 


Alle Zahlenweıte m, welche dieser Beziehung genügen, liefern der Reihe nach je ein 


I 


Glied zu der Summe 2 des Lösungsansatzes. Die Lösung von St. Venant für die 


ungedämpften Balkensehwingangen führt zu derselben Gleichung. Das liegt in der Natur 
der Sache; denn die Dämpfung kann keinen Einfluß auf die Größe der Periodenzahlen, 
d.h. auf die Zahl der Knotenpunkte der einzelnen Sehwingungen ausüben. Die Be- 
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trachtung der Funktion X lehrt ja, daß die Periodenzahl n, einschließlich der Stützen 
2 (n + 1) Knotenpunkte für die nte Schwingungsform der Lösungssumme liefert. Die 
kleinste Zahl m» stellt demnach die Grundschwingung des Balkens dar. 

Wir treffen nun weiter die Festsetzung, daß der Balken vor Beginn des Stoßes, 
also zur Zeit?= 0, keinen dynamischen Ausschlag zeigt. Auf die statische Durchbiegung 
infolge des Eigengewichts des Balkens braucht hier nicht eingegangen zu werden. Man 
kann sie, wenn sie von Einfluß ist, hinterher zu den dynamischen Formänderungen hinzu 
rechnen. So folgt für ?=0 ein weiteres Gleichungssystem, das zur Ermittlung der 
Konstanten B führt 

= BnX=— fa), ZBnX2= — f. 


Die Berechnung der Konstanten DB, erfolgt nun nach dem gleichen Verfahren, welches 
in einem ähnlichen Fall auch St. Venant angewandt hat. Man multipliziere die erste 
Gleichung mit 4u.X’ dx, wobei X die Funktion in & mit einer anderen Periodenzahl m’ 
bedeutet, und integriere beide Seiten über die halbe Balkenlänge. Ferner multipliziere 


” [} * . () J [} * [} ” 
man die zweite Gleichung mit X 2 und addiere beide Gleichungen zueinander, dann 
g 


erhält man 

NB, (i «|XXda+"XpXr)= An FL da —" F-Xım. 
. 4 a 4 

v0 () 


Es läßt sich nun leicht zeigen, daß alle Glieder der linken Seite verschwinden, solange 


Funktionen X von verschiedener Periodenzahl miteinander multipliziert werden. Demnach 
12 


ı) 


bleibt auf der linken Seite nur das Glied 4 Ix’d« +" 412” übrig, und die Konstante B 
9 
V 


errechnet sich zu 


. 
ı) 


iu Xdxz+ — X? 
. g 
0 


DB, 7 


() 
4 u [r 2)Xdı+ - f-X» 
9 ” 


0 


| 


Nach Durchführung der Integrationen findet man hierfür 


r(,.-!) ır(-— +1) 


(m m 
u — 7 T RE r ; £ " | d , 
/ 1 1 tem — RU ") n. |m 

it 


Ik * E E ) 
cos m (01° m N 


wenn man den Klammerwert im Nenner durch die Abkürzung |m| ersetzt. 

Ueber den Verlauf des Stoßvorganges an der Aufschlagstelle und über die all 
mähliche Ausbreitung der Stoßwirkung zu den Auflagern hin sind wir noch zu wenig 
unterrichtet, um beide Erscheinungen in Form einer Grenzbedingung unterbringen zu 
können. So sind wir zu einer Annahme gezwungen, welche den tatsächlichen Vorgang 
wenigstens im rohen Umriß wiedergibt. Wir setzen deshalb, wie dies auch St. Venant 
vetan hat, voraus, daß sich unmittelbar nach Beendigung des Stoßes, also zur Zeit /—7 
oder, sofern man die Stoßdauer 7 als sehr klein annehmen darf, zur Zeit ?—0 alle 
Balkenelemente in Ruhe befinden mit Ausnahme des Stoßquerschnitts selbst, welcher zur 
gleichen Zeit die Aufprallgeschwindigkeit vo des Stoßgewichtes angenommen haben soll. 
Hiermit ergibt sich 

SX(A„®— BunW)=0 und ZX,(4An oe — B.„)=v. 
Aehnlich wie vorher findet man aus diesen beiden Gleichungen 


1 v 
Bu A BE X = eo; . a > : r . ‘ ö : (Y 'y 
111 TR 
woraus tv u 
a En = } B.. ‚Aa 
II m] iv) “) 


3. Der größte Schwingungsausschlag und Näherungslösungen. Der größte 
dynamische Ausschlag in der Balkenmitte tritt dann ein, wenn die Geschwindigkeit an 
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diesem Punkt zu Null wird. Die Zeit /,, welche diesem Augenblick entspricht, ist also 
aus der Gleichung 


vo = L A,jpper"hl(4„a@ + Bm ®) sin ® tı — (A, © B„e)ceosotl=0 ,. (10) 


zu berechnen. Der Ausschlag selbst ergibt sich dann zu 


d— 2 Xıaı (Aunsin@otı + B„cosot)+-f.:. :»: : 2.1). 
Die Auswertung dieser beiden (Gleichungen ist außerordentlich mühsam und zeit- 
raubend. Sie sind daher für die praktische Verwertung nicht sehr geeignet. Nun läßt 
sich die Gl. (11) mit Hilfe der Gl. (9a) auch in folzender Form anschreiben 


(X 


d >} a ısinoı + XP But 1 | sin © f, + cos © h) *-f. (12). 


{t) ‘t) 


Die Glieder der ersten Summe auf der rechten Seite konvergieren sehr rasch, und es 
eenügt für sie, sich auf das erste Reihenglied zu beschränken. Der größte Wert der 
zweiten Summe ist der negative Biegungspfeil f£ Für sie kann somit annähernd 


| sin ® f, + cos ® th) e 
() / 


vesetzt werden. Das zweite und dritte Glied der rechten Seite fällt ohnehin umsoweniger 


ins Gewicht, je mehr die Stoßenergie v* die Arbeit Q& f überwiegt, je größer also die 
9 
Fallhöhe 4 im Vergleich zum Biegungspfeil f ist. 
2g 

Wenn man demnach, mit andern Worten, nur die Grundschwingung des Balkens mit 
der Periodenzahl m, ins Auge faßt, so erhält man die Zeit des größten Schwingungsaus- 
schlags unter Berücksichtigung der oben besprochenen Näherungswerte aus der Gleichung 

In 


.Uy 
nd 


teofh = a u (13). 


lit LIE 


Die Gl. (12) geht dann mit Hilfe bekannter goniometrischer Beziehungen zwischen sin, 


cos und tg über in 


e t X, 


d 3 ro: +\ —y— af) ee A U De‘ 14). 


\Frttl) Mo) 
Entwickelt man den transzendenten Teil der Periodengleichung (7) in Reihen, 
unterdrückt aber hierbei alle Summanden mit höheren Potenzen als m‘, so erhält man 
fir die Periodenzahl »n, mit hinreichender Annäherung nach St. Venant 





| 3P 
) 
Mo -_ ee Ve er er (15). 
I; pr 
| | 
> © 
Mit diesem Wert sind 
IS EJg 24FJg 
p und «& 16) 
17 1 ’P 
(Pi | l () »( 7 F 
ii b 9 () 
Durch eine Ähnliche lteihenentwicklunrg ergibt sich ferner 
AD ı v7 
——— (17), 
e ®. sw. 
| (1- 
() 9 @ 
7 e 
wenn 7 — !' gesetzt wird. 
EJ 


Unter Einführung dieser Näherungswerte in die Gl. (14) folgt nun sofort die von 
l,esch aufgestellte Beziehung und bei Vernachlässigung der Dämpfung die Formel von 
Hodgekinson und Üox. 

Wie aus den HReihenentwicklungen selbst hervorgeht, ist die Annäherung dieser 
Formeln an die Gl. (14) um so größer, je kleiner das Verhältnis P/Q wird. Für große 
Verhältnisse P/Q ergibt sich sehr genau 


T [ i) 
No = ( i ; i i r A : ’ : : (18) 
2 BE 








n, 
ın 


on 
‚on 


ser 
Dhe 








Band 5. Heft 5 Fr . u u 
Oktober 1995 Flierl, Fester Stoß und Sprengstoß gegen frei auflierenden Balken 13] 
und 1 A:2v ’Q vı 2Q 
ne P = ur . L!) 
mo Lin [v} Ö re mg" ep 
Setzt man z. B. P/Q = 5000, so wird nach Gl. (15) mo» = 1,59 und nach Gl. (18) m 


a er hi 1 Xı/2 v zur R ' 
= 1./=#n7/2; ferner erhält man für - nach Gl. (17) 0,0000415 »r und nach (il. 


HEN LIE: If 
(19) 0,0000407 vr. Wie man sieht, weicht der Näherungswert (17) auch bei sehr eroßen 


’Vv 


Verhältnissen ?/Q nur wenig von dem genaueren Ausdruck - ab. Wenn daher der 


IH Il) 3 
Einfluß der Nebenschwingungen schon einmal außer Acht gelassen wird, so genüzt es 
vollständig die Durchbiegung «d nach Gl. (14) unter Berücksichtigung der Gl. (16) und (17 
zu berechnen. 


II. Der Sprengstoß. 


1. Die Durchbiegung des Balkens. Wenn eine Sprengmasse über einer ebenen 
Fläche zur Entzündung gebracht wird, so entsteht infolge des Luftwiderstandes, welcher 
ein plötzliches Ausweichen der sich entwickelnden Gasmasse nach der Gegenseite ver- 
hindert, ein hückstoß gegen diese Fläche. Dieser hückstoß läßt sich durch die Gleichung 


0 1 Re (20) 

0 

darstellen, wenn 7’ den zu irgend einem Zeitpunkt £ nach der Zündung wirkenden Stoß 
druck und 7 die gesamte Stoßdauer bedeutet. Läßt man nun einen solchen Sprengimpuls 
gegen einen frei aufliegenden Balken etwa unter Vermittlung einer auf demselben be- 
festigten Stoßplatte wirken, so sind natürlich nach Ablauf des Stoßes am Balken die 
gleichen Schwingungserscheinungen zu beobachten, wie wenn ein Fallgewicht den Balken 
getrolien hätte. Daher liegt auch dieser Auigabe die Diiierentialgleichung (3) zugrunde. 
Der allgemeine Lösungsansatz bleibt ebenfalls unverändert, nur ist in seiner weiteren 
Behandlung ein anderer Weg einzuschlagen, weil der Sprengimpuls ©, der wohl, wie 
später gezeigt werden wird, für die einzelnen Sprengstofflarten durch Versuch festgestellt 
werden kann, hier als solcher in die Lösung einzuführen ist und nicht wie beim 
festen Stoß durch eine greifbare Masse und deren Geschwindigkeit dargestellt werden 
kann. Die Annahme, daß sich nach Stoßende die Wirkung des Stoßes gerade bis an die 
Auflager und noch nicht darüber hinaus erstrecke, ist freilich wie beim festen Stoß bei- 
zubehalten, ist aber hier um so eher angängie als bei den modernen brisanten Spreng- 
stoffen die Stoßdauer 7 außerordentlich kurz ist. Unter dieser Voraussetzung läßt sich 
aber nach dem Satz von der Erhaltung der Bewegungsgröße der Sprungimpuls gleich der 
Summe der Bewegungsgröße aller Balkenelemente im Augenblick der Beendigung des 
Stoßes setzen. Demnach !olgt 


(9) 


\ 


— “ d y' 
zu | HU ( dx. R } ; . d ’ x (3 
wa 0 


v 

Ay R . ä P R r . er 

wenn ( die Geschwindigkeit eines Massenelements «dx zur Zeit = oder angenähert 
0 

zur Zeit ?= 0 bedeutet. 

Für den besonderen Fall, daß sich der Stoß gegen die Balkenmitte richtet, kann 
unter Vernachlässigung der Nebenschwingunrgen des Balkens die Durchbierung eines 
Balkenpunktes im Abstand x vom linken Auflager mit 


rc EM a 
y=4e sin OT nr 2 
gesetzt werden. Diese Lösung befriedigt die Gl. (3) «, # und » die in Gl]. (5) angegebenen 
Werte besitzen. Die Zahl m hat hier wegen 
y-0 fürı =0 und z=/! 
den Wert 2. 


Da der größte Schwingungsausschlag der Balkenmitte d ojienbar zur Zeit /ı 


eintritt, so folet für die Konstante A die Beziehung 
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Somit wird 


d rj ge . Y\ 
( WE 2 Ar ı 7: Me  {- ;- ) © 
dt 0 


Setzt man endlich diesen Wert in Gl. (21) ein, so ergibt sich 


. RAR) . N () U l Io a 
S—ldwou:e -snax-dax—=2d: 2  ; ; ; 
7T 
Ö 
und hieraus folgt >_ 
d= A ee Ge er e IE 
I’omlu 
u ’ h \ b ö ,.. n’ı/Ed 
Läßt man die Dämpfung außer Acht, so ist wegen 9 = pp —= 
’ 4 
Sı 
d= Pe 7 ee ee (26). 
2nVEJu 


2. Die Bestimmung des Impulses einer $Sprengmasse. Der Impuls einer 
Sprengmasse kann nur durch Versuch ermittelt werden. Der Verfasser hat zu diesem 
Zweck ein ballistisches Pendel benutzt, dessen Einrichtung im folgenden zunächst mit- 
veteilt werden soll. 

Das Pendel war an einem derben Bockgerüst aus 15 cm starken Kanthölzern 
aufgehängt. 

Die Achse des Pendels a, ein 4 em 
& EEE“ starkes Vierkanteisen, dessen beide Enden 
| zu zylindrischen Zapfen abgefeilt waren, 
lagerte in eisernen Rohrstücken, welche 
die entsprechenden Ausbohrungen der 
Säulen für die Lager verkleideten. Das 
Pendelgestänge c bestand aus zwei Rund- 
IN | | eisenstäben (Dmr. !8 mm), deren obere 
Il \ | | | Enden mit der wagrechten Achse fest ver- 
a \\ ı fr ’ schmiedet und deren untere Enden zu 
au \ | | Schleifen s zur Aufnahme des Pendelge- 
ri] a | | wichtes umgebogen waren. Das leere 
nl \N\ Id i | | Pendel wog 15,7 kg. Als Pendelgewicht 
.: u Es te BERRER Z.. dienten je 12,5 kg schwere Stahlplatten 
WIRHUVHLESIDSSEELEEEIESSERLLLLEE, 7” | 40 x 60 em, welche in die Schleifen ein- 
geschoben und darin mit Holzkeilen fest 
verspannt wurden. Durch Vermehrung oder Verminderung der Plattenzahl konnte so 
das Pendelgewicht beliebig verändert werden. 

Den Ausschlagwinkel des Pendels merkte eine Schleppzeigervorrichtung auf einer 
Gradteilung selbsttätig an. 

Als Sprengkörper wurden die bekannten Stielhandgranaten verwendet, deren einfache 
Abzugsvorrichtung sich hierbei gut bewährte. Sie wurden mit aufwärts gerichtetem Stiel 
in der Mitte der Stahlplatten mit Draht festgebunden und dann durch eine über die 
’endelachse „eleitete Leine von der Deckung aus zur Entzündung gebracht. Auf diese 
Weise ließen sich Pendeischwingungen vor der Zündung vermeiden, 

Der Impuls des Sprengstofies ergab sich aus dem Pendelausschlag in folgender 
Weise. 

Es sei s der Abstand des Schwerpunktes der Pendelmasse von der Drehachse, J 
das Trägheitsmoment der sehwingenden Massen, bezogen auf die Achse, @ das Gewicht 
des Pendels mit Gestänge, != 5 die Länge des gleichwertigen mathematischen Pendels, 

R 
dann ist die Geschwindigkeit, mit welcher das Pendel aus der Ruhelage schwingt 




















v—V: gl(1 — cos «). 
Mit @ sei der Pendelausschlag bezeichnet. Die Länge / läßt sich genauer noch durch 
Versuch unmittelbar bestimmen. Wenn 7 als Schwineunrgsdauer einer Periode gefunden 
wird, so ist < 
= = . ’ (27 
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Die Bewegungsgröße der gesamten Pendelmasse m=Qg, die man sich am Ende der 
masselosen Pendelstange / vereinigt denkt, wird dann 
m ve—=mV2gl 1 — co08Q) TR. a 
Sie stellt, da 
MU — Pdt=€& he 7 ic KB 


v 
unmittelbar die Größe des Sprengimpulses dar. 

Es wird dabei nur vorausgesetzt, was bei brisanten Sprengstoffen immer zulässig 
ist, daß das Pendel während der außerordentlich kurzen Stoßdauer 7 noch keine merk- 
liche Bewegung macht. 

In der Zahlentafel I sind die Versuchsergebnisse, welche zur Bestimmung des 
Impulses © einer 0,20 kg schweren Sprengladung (Perdit) führten, zusammengestellt. 


- 


Zahlentafel 1. 








. —. a Geschwin- 
2 « [1 s = ı r ‚ıYy » 
Nı Pendel- |Schwingende| Sthwin- [Reduziert Ausschlarswinkel Marne 
— N Ausschlag l digkeit [ lg 
1 ö eungs Pendel Spreng mpuıs 
des gewicht Masse 1: des R 
dauer änge > 
r ‘ 111asse > Rn 
Ver = Pendels 
Q) 17 1 l 
suchs x i. M ı 
kg kr see’ em sec em ke em’seec see/ke 
en . ‚ 28” 10! Org or . 
1 115,7 0,118 3,29 268,4 0.20 ) 23” 50 259 30,1 
29930 \ 
90,7 0,0024 3.29 268,4 0,20 37940’ 37940’ 331 30.5 
3 215.7 0,220 3,29 268,4 0,20 31? 50’ 31° 50' 141,4 31,1 
1 215.7 0,220 3,29 268,4 0,40 31950 3150 251,0 61,8 
2.30.39 


























Bei Versuch Nr. 4 wurden zwei Sprengkörper mit je 0,20 kg Gewicht gleichzeitig 
zur Entzündung gebracht. Ihr Impuls errechnete sich zu 61,5 sec kg, also ziemlich genau 
zu dem doppelten Betrag einer Ladung von 0,20 kg. Dies war zugleich ein Beweis dafür, 
daß die Stahlplatten groß genug waren, um den Stoß restlos aufzufangen. 

Es liegt nun nahe, den Impuls einer Einheitsladung, z. B. von I kg Gewicht, ein 
für allemal für die verschiedenen Sprengstofigattungen auf dem Versuchsweg zu bestimmen 
und daraus den Stoßimpuls einer beliebigen Ladung rechnerisch zu ermitteln. Für eine 
erste Annäherung genügt es, den Impuls einer Sprengmasse @, welche selbstverständlich 
durch irgend eine Packung auf einen möglichst engen Raum konzentriert sein muß, pro- 
portional dem Einheitsimpuls derselben oder, wenn man will, dem spezifischen Impuls, 
zu setzen. Demnach ist 
Bei .. re a «+ 
wenn ? den Einheitsimpuls bedeutet. 

Größere Sprengstofipackungen brauchen naturgemäß etwas längere Zeit zur Zün- 
dung, daher wird der Gesamtimpuls in Wirklichkeit mit wachsender Sprengmasse etwas 
kleiner ausfallen, als sich nach dieser Festsetzung ergeben würde. Man geht aber hierbei 
jedenfalls sicher. 

Ueber eine genauere Beziehung zwischen Impuls und Ladung müßten eben noch 
größer angelegte Versuche den nötigen Aufschluß verschaiien. 

Auf Grund der vorliegenden Versuche ergibt sich der Impuls einer 0,20 kg schweren 
Ladung Perdit zu 30,7 seckg. Demnach beträgt der Einheitsimpuls dieses Sprengstoiies 

ie 154 seo kelk . - - >» 2» 8 8 ee + Al) 
und der Impuls einer beliebigen Ladung der gleichen Sprengstofigattung 
S—=154Qseckg . . . . 2 2 2 22.82). 


3. $Sprengstoßversuche am frei aufliegenden Balken. Zur Nachprüfung 
der Gl. (26) auf Grund der beim Pendelversuch gefundenen Impulse hat der Veriasser 
auch noch Stoßversuche am frei aufliegenden Balken angestellt. 

Als Versuchsbalken dienten in der Hauptsache Walzeisenträger. Die Auflager 
bestanden aus tief eingerammten Pfählen mit kurzen (aerholmen, in welche oben zur 
scharfen Festlegung der Auflagerpunkte Winkeleisen dachförmig eingelassen waren. Be- 
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sondere Schwierigkeiten verursachte anfangs die Bestimmung der Durchbiegung. Eine 
Schreibvorrichtung mit einem am Träger befestigten scharfen Stahlstift und einer glatt- 
polierten Blechtafel an einem seitlich gerammten Pfahl versagte, da das Ganze durch den 
bei der Explosion entstehenden Luftdruck schon beim ersten Versuch zerstört wurde. 
Sehr gut bewährte sich dagegen folgender äußerst einfache Apparat. (Von Prof. Dr. 
Inge. F. Kreuter dem Verf. empfohlen). Unter der Trägermitte wurde ein Pfahl gerammt, 
wagrecht abgeglichen und mit einer lotrechten Bohrung versehen, in welche ein Gasrohr 
gerade so eingepaßt wurde, daß es mit einigem Widerstand in der Bohrung hin und her 
bewegt werden konnte. Ein um das Bohrloch genageltes Blechstück diente zur genaueren 
Fixierung der Pfahlobertläche. Die Ausgangsstellung des Gasrohrs, dessen Kopfende vor 
dem Versuch die Balkenunterfläche gerade berührte, konnte nun durch einen scharfen 
Riß an dessen Mantel in Höhe der Blechoberfläche festgehalten werden. Nachdem dann 
infiolee der Balkendurchbiegung das Rohr um den Betrag des Biegungspfeiles in das 
bohrloch eingedrungen war, wurde diese Stellung in der gleichen Weise durch einen 
zweiten Riß angemerkt. Die Entfernung der beiden Risse, d. h. die Durchbiegung konnte, 
nachdem das Rohr herausgenommen war, sehr genau gemessen werden. Man hat nur, 
wie schon anzedeutet, dafür Sorge zu tragen, daß das Rohr nicht zu leicht in der Bohrung 
sitzt und genau an der Balkenunterfläche anliegt, damit es mit dem Balkenstoß nicht 
geprellt wird und so eine zu große Biegung anzeigt. 

Für die Versuchsbalken wurden zwei Äuflager mit 3,00 bzw. 4,00 m Spannweite 
hergestellt. Dabei schnitten sich die Verbindungsgeraden zweier Pfahlstützen in dem 
Bohrpfahl, so daß ein und dieselbe Meßvorrichtung für beide Versuchsreihen verwendet 
werden konnte. 

Die Versuchserzebnisse sind in der Zahlentafel 2 zusammengestellt. Zu Versuch 
Nr. I und IV sei bemerkt, daß sie bereits vor den Pendelversuchen angestellt wurden. 
\ls Sprengkörper dienten hier noch sog. behelismäßige Handgranaten, welche eine andere 
Sprengstoffsorte enthielten wie die Stielhandgranaten. Zur Zeit der Pendelversuche waren 
sie nicht mehr erhältlich, so daß ihr Impuls, der etwas geringer gewesen zu sein scheint 
als derjenige der Stielhandgranaten, nicht gemessen werden konnte. Des Interesses halber 
wurden die Versuche mit ihnen aber trotzdem mit aufgenommen, 


Zahlentafel 2. 











Ladungs 
. 4 » ' 
(r£ Be- 
et Wie ht . srAar 
messene } ‚ rechnet ii 
’ des Impuls Mittel 
Nr, Versuch erenstan Durch- Durch- rn Bemerkunzen 
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Alle bisher beschriebenen Versuche wurden während ruhiger Zeiten im Kriege 
ausgeführt. Die Vorbereitungen hierzu wurden oft durch plötzlichen Stellungswechsel 
unterbrochen und mußten dann immer wieder mit neuem Material von vorne begonnen 
werden. Daher erklären sich die etwas primitiven Einrichtungen, die zwar an sich ihren 
Zweck recht gut erfüllt haben, aber sich doch in mancher Hinsicht noch als verbesserungs- 
bedürftiig erweisen. Dies gilt besonders von den Stoßplatten bei den Biegeversuchen. 
Dieselben konnten nur mit Draht auf den Balken befestigt werden. Die Verbindung war 
aber hierbei nicht immer starr genug, so daß sich Energieverluste bei der Explosion nicht 
immer hatten vermeiden lassen. Oft genug wurden Versuche durch Zerstörung dieser 
Verbindung, wobei die Platten zu Boden geschleudert wurden, ganz vereitelt. 


4. Ueber Ersaizlasten. Man hat zuweilen versucht um die dynamische Rechnung 
zu umgehen, für die Wirkung von Geschossen und dgl. statische Ersatzlasten einzuführen. 
So finden sich im Handbuch des Eisenbetonbanes (3. Bd.) im Kapitel »Anwendungen des 
Fisenbetons auf den Kriegsbau« einige von dem österreichischen Hauptmann von Prochasca 
aus Versuchen abgeleitete Belastungsangaben in kg m‘, welche an Stelle der Stoßwirkung 
verschiedener Geschoßarten treten sollen. 

Wollte man nach den bisherigen Regeln für den Explosionsstoß solche Ersatzlasten 
4 berechnen, so hätte man 


zu setzen, woraus man erhält 


Wie man auch bei der Berechnung solcher Ersatzlasten sonst verfahren mag, so kann, 
wie diese einfache Entwicklung ersehen läßt, eine gerebene Ersatzlast nur für eine ganz 
bestimmte Trägerart von gegebener Stützweite richtig sein, niemals aber allremeine 
Bedeutung besitzen. 

Der Stoßantrieb oder Impuls, gemessen durch seckg, und eine statische Kraft, 


gemessen durch das Kilogramm, sind eben — das hat schon Galilei geahnt (Discorsi, 
6. Tag) — zwei Dinge, die miteinander unvergleichbar sind. 


Ill. Die Biegungsbeanspruchung des Materials beim Stoß. 


Solange das Hookesche Gesetz Giltigkeit besitzt, läßt sich die im gestoßenen 
Balken auftretende Biegungsbeanspruchung in der üblichen Weise aus der größten 
Balkenkrümmung berechnen, wobei man für die elastische Linie des Balkens nach den 
hier behandelten Theorien entweder die Gleichung 

Bier 
y- „Bl 4x‘) 
oder die Gleichung der Grundschwingung (22) zugrunde zu legen hat. Ob hierbei der 
statische Elastizitätsmodul übernommen oder ob der Einfluß der Nebenschwingungen ohne 
weiteres außer acht gelassen werden darf, muß weiteren experimentellen Untersuchungen 
anheimgestellt werden. Das Erstere scheint der Fall zu sein, das Letztere ist noch 
ungewid. 

Zuweilen kommt es vor, daß Bauwerke zur Aufnahme vereinzelter, mehr zufälliger 
Stöße errichtet werden. Hlierher gehören Schutzbrücken unter Drahtseilbahnen; auch im 
Kriegsbau bieten sich derartige Aufgaben. In solchen Fällen erhält man gewönlich über- 
mäßige starke und daher teure oder, was im Kriegsbau ins Gewicht fällt, zeitraubende 
Konstruktionen, wenn man, wie in der Statik üblich, mit den Spannungen innerhalb der 
Elastizitätsgrenze bleibt. Es kann dann oft zweckmäßiger sein, je nach dem verwendeten 
Material höhere Spannungen zuzulassen, ja selbst über die Proportionalitätsgrenze hinaus- 
zugehen, sofern man über das Verhalten des Materials jenseits dieser Grenze genau 
unterrichtet ist. Je nach den gegebenen Umständen kommt es ja oft nur darauf an, daß 
das Bauwerk irgend einer voraussichtlichen einmaligen Höchstbeanspruchung mit einiger 
Sicherheit überbaupt noch standhält. Die Sicherheit kann aber, darauf hat A. Senft 
hingewiesen (Zentralblatt d. Bauverw. 1'015), selbst bei Ueberschreitung der Proportiona- 
litätsgrenze noch groß genug sein, wenn man sie nicht nach der Bruchspannung des 
Materials beurteilt, sondern die aufgewendete Stoßarbeit mit dem gesamten vorhandenen 
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Arbeitsvermögen des Baustoffes vergleicht. Das Rechnungsverfahren, welches in solchen 
Fällen anzuwenden ist, hat Senft ebenfalls ausführlich entwickelt. Hier soll nicht näher 
darauf eingegangen werden; nur das eine sei bemerkt, daß Eisenbetonkonstruktionen mit 
nicht biegungsfesten Eiseneinlagen nicht nach diesem Verfahren behandelt werden dürfen. 
Man wird bei ihnen je nach der Betonsorte mit der Biegedruckspannung des Betons 
höher gehen können, jedoch auf keinen Fall so hoch, daß) die Proportionalitätsgrenze des 
Kisens überschritten wird, weil Eisenbetonbalken in der Regel bei Ueberschreitung der 
FEisen-Streckgerenze brechen. 

Alle Bauwerke aber, welche zur Aufnahme von Stößen von vornherein bestimmt 
sind, gewinnen schon dadurch bedeutend an Sicherheit, daß das eigentliche Tragwerk 
durch eine besondere Schutz- oder Prellschicht, welche bei genügender Masse selbst 
schon Stoßenergie zu verzehren vermag, vor lokalen Zerstörungen beim Aufschlag ge- 
sichert wird. Die letzteren lassen sich namentlich bei sprödem Material kaum vermeiden, 
die Schutzsehicht kann aber, selbst wenn sie zerstört ist, immer wieder erneuert werden. 


IV. Einiges über die Stoßfortpflanzung und den Stoßdruek. 


Hinsichtlich der Stoßfortpflanzunge beim Längsstoß sind bereits, wie die theoreti- 
schen Untersuchungen von Dr. Fr. Neumann, St. Venant und die interessanten Ver- 
suche von Carl Ramsauer (Wiedemanns Annalen der Physik und Chemie 1:09, S. 417#.) 
beweisen, brauchbare Ergebnisse vorhanden. Beim Längsstoß freilich fällt die Richtung 
der Fortpflanzungsgeschwindigekeit mit der Richtung der Querschnittsverschiebungen des 
eetroffenen Körpers zusammen, insofern man von den dagegen verschwindenden (Jaer- 
dehnungen und Verdiekungen absieht. Deshalb ist hierbei die Berücksichtigung der Stoß- 
ausbreitung noch verhältnismäßig einfach. 

Beim BDiegestoß dagegen verursacht die Lösung dieser Frage schon erhebliche 
Schwieriekeiten, weil die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Stoßwelle rechtwinklig zu 
den Schwingungsausschlägen des Balkens gerichtet ist. Boussinesqg hat wohl in den 
(omptes Rendues (1882) eine solche Lösung zu geben versucht. Jene an sich geistreiche 
mathematische Entwicklung oilt aber nur für einen beidersei'ts der Aufschlagstelle unend- 
lich langen Balken. Sie ist also praktisch kaum verwertbar. Die Stoßausbreitung findet 
wobl auch in der Entwicklung von St. Venant annähernd ihre Berücksichtigung in der 
Bedingung, daß der Balkentuerschnitt an der Aufschlagstelle bei Stoßbeeinn allein die 
Aufschlaggeschwindigkeit annimmt, während in allen übrigen Balkenelementen noch Ruhe 
herrscht. Flamant, dessen Mitarbeiter, hat nach dem Tode von St. Venant die zeich- 
nerische Darstellung einiger von beiden errechneten Schwingungsbilder veröffentlicht 
(seole polvt 1590, 8.9711.) und darauf hingewiesen, daß die nach der vollständigen 
Lösunesgleichune berechnete Biegungslinie für sehr kleine Zeiten ? die Balkenstützen 
noch nicht erreicht. Dieser Umstand beruht aber darauf, daß die Schwingungsausschläge 
für kleine Werte von ? und x so gerinz werden, daß sie zeichnerisch nicht mehr in Er- 
scheinune treten Aber vorhanden sind sie theoretisch jedenfalls. Die oben erwähnte 
Bedingung gilt ja nur für den Zeitpunkt ?—= 0; im nächsten Zeitelement ist sprunghaft 
bereits der ganze Balken in Bewerung. 

Den mit der Zeit veränderlichen Stoßdruck an der Aufschlagstelle hat St. Timo 
schenko in geschickter Weise dureh Verbindung seiner allgemeinen Lösung für er- 
zwungene Querschwingungen und der bekannten Herzschen Beziehung 


a k P’is 


in die Biegestoßtheorie eingeführt (Zeitschrift für Math. und Physik 1911 und 1015). Es 
ist freilich zweifelhaft, ob der aus dem Stoß freier Kugeln hergeleitete Exponent ?/; in 
praktischen Fällen sich als brauchbar erweist; jedenfalls aber bietet die Untersuchung 
von Timoschenko in Verbindung mit dem allgemeinen Gesetz 


Az 1% P 
(siehe das kürzlich erschienene Buch »Das Gesetz des Krafiverlaufes beim Stoß« von 
Dr.-Ing. Fr. Berger) einen gangbaren Weg zu weiterem Fortschritt in der Erforschung 


des Diegestoßes, dessen Theorie bisher letzten Endes immer wieder bei der alten Formel 
von Cox gelandet ist 187 
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Mathematische Statistik. 


Die Korrelationsoberfläche. Dice Gesamt- 


heil der zueinandergehörisen Werte von meh 
TIen Variabeln Sam! den eWweil 48 Wahr 
scheinlichkeiten wird das Abhänsiskeilssesel 
dieser Variabeln senann! \n n  zufälliseı 


1} 


ariabeln. von denen iede ein eisenes Ver 


leilungsgesetz hat. werden N voneinander u 


abhänseige Versuche vorsenommen. wobei das 


\bhänsiskeilsa setz konstant bleibe Dann bi 
rechne! 

horrelalionsfläche der aritlhmetischen Durch 
schnitte, Metron. Bd. 1. Nr. 4, Padua 1921) die 
malhematische Erwartung für das Produkt di 


mit Hilfe des Satzes. daß d mathematische 


| 


\ \. Tschuprofil (eber di« 


e 
Mittelwerte und für das Produkt der Fehler 


rwarlung eines Produktes dann eleich dem 


Produkt der mathematischen Erwartungen is 
Man bildel nun einen Korrelations-Koellizien 
[EN Tas ng »..7n, Jür n Variable, der aus den 


Quotienten der mathematischen Erwartung des 


Produktes der A,ten Potenzen der Fehler divi 


diert dureh das Produkt der A,ten Potenz 
der mittleren Fehler besteht "alls dann da 
Abhängigkeilsgesetz von n Variabeln der Bedin 


vUNg oEeNUugl 


N rm. N2 +0. 


lim < =(0, wobei Eh,<2, 
\ ; ah 
} .® ’ 
N 2 
so strebt die Korrelationslläch der | 


arıth 
melischen Durchsehnitte der empirischen Wert 
l;cı wachsender \Versuchszahl N der normaleı 
"orm zu 


Der Einfluß von Störungen. Erns 


Blaschk« Dvnamische Probleme der Sta 


N 


{ 


tistik. Giornale di Matematica Tinanziarıa. Bd. 6, 


Il. 2/3. Turin, 10924) untersucht den: Kınflul 
von Störungen der Sterblichkeit auf den 
Altersaulbau. Er unterscheidet prinzipiell vor 
übergehende oter anhaltende Störungen mil je 

weils kurzer oder anhaltender Wirkung \ls 
Typus der vorübergehenden Slörungen mit kur 
zer Wirkung ergibt sich für die Veränderung 
des Altersaufbaus durch den Krieg Die 

störte Masse ist die Summe der ungestldrten 
und der dureh die Störung hinzugelrelenen 
Masse: die Lebensfläche das Produkt der dureh 
Störung abgeänderten Geburtenfolse und der 
Absterbeordnung Diese Zerlällung sılt auch 


bei dauernder Slörung mit vorübergehender 


Wirkung. nicht aber bei Störungen mil an 
haltender Wirkung Die Absterbeordnuns Laß 
sich bei dauernder Wirkuns der Stlörunse a 
arıthmetisches Mittel dor ursprünglichen Ab 
sterbeordnungs und der Absterbeordnung de 
beeinflußten Bevölkeruns auffasson 

Ohne Störungen und nach Ablauf von St 
rungen ıst die Geburtenintensitäl gleich d 


Intensität der Bevölkerunsszunahme. Dies wir: 











| 


r 


als Hauptsalz (le Bevölkerunssbewerung bi 
zeiechnel \!s Bedinsunsen dalur. daß ene DB 


ölkerungs slatıonär sei. werd.n ermittelt: Ohm: 


Störung ı1sl ine stationäre Bevölkerung bei 
herrschender Geburleulolg und Absterbonred 
nung natürlich nur dann möglich, wenn der 
Bevölkerun ssvermehrungeslaklor leıch eıns ısl 
I 


lin übrieen mub jed \enderung der Geburlen 
lolse dureh eine Aenderung in «der Absterb 
ordnung auseeolichen werden \oruberschend 
Störungen mit vorüberschender Wirkung kon 
nen Für sıch eine slatıonäar Bevolkerung nur 
ın der Zeit der Nachwirkung erzeugen. Ce 
ebenenfalls müssen die Wirkunsen der 4 
burtenfolge dureh die Nachwirkungen der | 
rungen aufsewosen werden Das gleiche giıll 
lür dauernde Störungen mit vorübergehentder 
Wirkune \orübereehend ler «dauernde 810 
rungen mil anhaltender Wirkung können «ine 
stationär Bevölkerung erzeugen wenn die 
Wirkuns der Slörunge die natürlich Bevölke 
rungsvermehruns während der Daue: der SI0 
rung und der Nachwirkying aufhebt. 

Dann wird an einem Urnenbeispiel unter 
sucht, welchen Einfluß Störungen im Verlaul 
statistischer Reihen auf die Korrelation zwi 
schen solehen Reihen haben \lan habe zwei 
Urnensvsieme mit n bzw. n’ Urnen mil oe 
sebenen \lıschungsverhältnissen von  weıben 
und schwarzen Kuseln. wobei 7 Urnen beiden 
Systemen gemeinsam seien. Jede Ziehung aus 
einer dieser 7 Urnen werde beiden Systemen 
Sind dann di \littelwerle der 
oezosenen weillen Kuseln für die beiden Urnen 


ZUuot rechnel 


systeme untereinander gleich und gleich dem 
Mittelwert des meinsamen Systems und di 
Zahl der gemeinsamen Urnen gering, so Ist der 
Korrelalionskoefflizient proportional der Zah! 
der gemeinsamen Urmen. also der eıngreilenden 
Ursachen. Beı wachsend’m Unterschied in den 
\liltelwerten wächst der Korrelaltionskoelfizien! 
wie die Quadrate der Unterschiede 

Zum Schluß wird die Brunssche Reihe für 
n gcmengte Variable bestimmt, für die jeweils 
ein Gaußsches HFehleroeselz ill S0 kanı 
man jedes beliebig gelormlte konstant verbleiı 
ende Verleilungsgesetz statisch erklären lu 


die n > wiıllkürlicehen Konslanten ın der 
2 + 4 
Brunssehen BReiıl« muß man dann 
* 


Normalkurven anselzen 


Ausgleichungsmethoden. Von einem ultra- 
radikalen Standpunkt betrachtel Axel | En 


stiröm (eber Periodızitaten bei klimatischen 


und ökonomischen Phänomenen und ıhro Ko 
varialionen, Ingeniörs Vetonskaps Akademien 
Hlandlinsar Nr. 31. Stockholm 1921) das Pro 
hiem der Ausgleichuı Zur Extrapolalion sta 
istischer Reil ‚| zuers! lie versch 
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\beı ein neues (rebiel lıeol zweılellos vor. 
Nach einer 
\letihoden wird oezeigt, daß die Streuung ein 


kurzen Darstelluns der üblichen 


laß der Güle eines technischen Verfahrens 
IS und wie Normung und  Lieferungsbedin 
sungen slatistisch zu definieren sind. Die Häu 
liokeilskurve der Festigkeilseigenschalten zeig! 
den Unterschied von basıschem und saurem 
lahl. Häufiskeitskurven d’s Kohlenstoffschalts 
oeben eın Mab der Güle der individuellen und 
der Schichlleistungen und liefern psyeholech 


ısecihe Ilınweise Der Kinlluß der einzelnen 


ehemischen Bestandteile aul Zerreißfestiskei, 
umd Dehnung von Släben wird untersuchl 
l.s ergibt sıch, dab zwischen Festiskeit und 
ılenstolfleehalt eine lineare Deziehung be 


zwischen den ebenfalls linearen 


stehl ii 


‚beren und unteren Streuungserenzen licel 


Versuch einer neuen Grundlegung der 
statistischen Mechanik. |cekanntlich ist in dem 
wahrscheinlichketlstheorelischen Beorill der 
sleichmöglichen Falle manches unklar Daher 
Z/ılsel ‘Monatsheft [. Math. u 
Phys. Bd. 51, 1921, S. 118 bis 156) die slalisli- 
schen Grundlagen der Physik ohne 


versucht |] 


«diesen 
Zahlreich sind die Ver 


sucht clıı Irreversibililät der 


ruflzubauen. 
realen, phvsi 
Während der 


kalischen \ )roANoOT ZU beweisen 


ntropiesalz besagt, daß jeder  Ausgangszu 
and sıch dem Maxswell-Boltzmannschen sofor! 
une irreversibel annähert. ersibt die Ersoden 

Vuasiergoden und ırgozonallhypolhese nur 
Zusland unscheuer überwiest l;s 
entsteht das von Zermelo verhobene Be 


denken. warum wir nich! auch Kntropi 


ıbnahmen beobachten \uf den Versuch. dies 
durch den unsletisen Charakter von IH (dem 
statistischen Maß der Entropi zu erklären, 
seht Zılsel nıcht eın Er argumentiert viel 
mehr folgendermaßen Diese Problemstellung 


sact ım Grunde nichts über den beobach- 


telen Vorgang, sondern nur etwas über den 


beobachtenden Physiker aus. Dab bei großer 


Em 


von Beobachtungen fast immer Systeme 


ı schon ım Max 


Zustand 


\nnahme, dab unser Zufallsspiel (die 


angelrollen werden. die sie 
we!l-Bollzmannschen befinden, Tfolg! 
«dlls dei 
Wahl eıner Beobachluneszeit) dem Geselz der 
svoßen Zahlen  folg! Daß also Aaquivalentı 
Intervalle der /-Kurve von der Beobachtung 
soleich oft erlaßt werden Nehmen wir den 
(leichmoöslıchkeilsbesrilffl an. so ist es verständ 
lieh. wieso Stellen nicht setroffen werden. für 
die ın absehbarer Zeil eine Entropieabnahme 
bevorstehl 


Zılsel lehnt die Ergoden, Quasiergoden 


heorie ab Die KErsozonal 


umel ci \lısessche | 


\nwendung «des Geselzes 


hvpolhese und dis S 
der sroßen Zahlen sollen durch seine neu 
\nnahme ersetzt werden. ın der der Gleich 


Zunächst 


werden zweı elemenlare $Sälze aus der Ana- 


moolichkeilsbeeriff nicht vorkommi 


Ivsis-Situs abgeleitet Im üblichen Sprachge 
brauch handelt es sich hierbei um geomelri 


sche Wahrscheinlichkeilen Sie betrelfen die 
(renzen innerhalb deren die Quolienten aus 
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dem Durchsehnilt zweier Mensen  dividier! 
durch die Mengen bleiben müssen. 

Diese Sälze werden dann auf die Energie 
läche angewand! \ls Maßbestimmung für di 
I.nergielläche wird jedoch nicht wie üblich 
der Flächeninhalt sondern die relative Verweil 
zeit genommen (leich sroß sind demnach 
solen: Bereiche der I.nergielläch ın denen 


der das System symbolisierende Punkt im Ver 


lauf des Prozesses oleich lanse verwetll Kın 
Bereich. in den der Punkt nieht eindrine! 
halt also das Maß null Durch Kinführuns 


dder relaliven Verweilzeit können Flächen und 
Bahnstücke im gleichen Maß semessen wer 
den. Nun wird die Enersielläche in sehr 
viele Zellen von gleichem Maß geleilt. Der Ab- 
stand zweier Zellenwände,. die Zellenbreite soll 
dabei endlich sein Mit Ililfe der üblichen 
Numerierung wird dann hieraus der Maxwell- 
Bollzmannsche Verteilungssatz abgeleitet. Wäh 
rend man üblicher Weise für unendlich kleine 
Zellen die klassische Theorie bekommt. sind 
diese hier nicht zugelassen, zweilellos ein 
wesentlicher Schönheitsfehler der Theorie. Die 
ungeheuer überwiegende Zahl der  Enereie- 
llächenzellen gehört dem Maxwell-Boltlzmann 
schen Stern an. Sein Maß ist beinahe e#leich 
| Nun kommt der zweite neue Schritt, die 
\llagodenhypothese von alhayr, die \bwech 
lung Sie besagt, daß es nicht »elinst, die 
Bahn ın dem endlichen Zellenbereich dauernd 
einzusperren Daß der Systempunkt vielmehr 
desto schneller ausbricht, je kleiner dieser Be 
reich ısl Natürlich wird sich die Bahn des 
Punktes im größten Bereich am längsten auf 
halten 

Wenn sıch das System außerhalb des Max 
well-Bollzmann-Sternes befindet. so muß es 
sich danach sofort nach diesem Zustand hin 
hewegen. Aus der Hvpolhese folgt also: Entro- 
Itropiezunahme bei Prozeßbeginn, Entropieab 
nahme nach ungeheuer langer Prozeßdauer. 
minimale Schwankung der Entropie jederzeit 
Die Hypolhese ist übrigens unabhängig von 
der Wahl des Koordinatensystems im Phasen- 
raum. Da die Enlropie beim Prozeßbeginn 
wachsen muß. macht die IHIvpothese einen Un 
terschied zwischen dem Prozeßbesinn und den 
späteren Zeiten des Verlaufs. Sie sagt also 
doch etwas über den Physiker aus. Der Ver 
fasser versucht dies damit zu rechtfertigen. 
daß der Prozeßbesinn eine Isolation eines 
Systems bedeutet und dab es deswegen be- 
rechligt sei, einen Zeilpunkt auszuzeichnen 


Mendelismus. Die Theorie Mendels über 
die Vererbung und die physiologische Begrün 
dung dieses Schemas haben ein neues Arbeils- 
sebiel für die Statistik eröffnet. Hauplauf 
sabe ist, aus den Beobachtunsen auf die Zahl 
und Art der zugrunde liegenden Gene zu schlie- 
len und die Uebereinstimmung dieser Theorie 
mit der Erfahrung nachzuweisen So hal 
bernslein Beiträge zur mendelistischen 
Anthropologie, Sitzungsberichte d. Preuß. Akad 
d. Wiss., phvs.-malh. Kl., Jahrg. 25. Helft 55 
die Stimmlase beim Menschen untersucht 
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baß, Bariton, Tenor beim Mann und Sopran 
\lezzosopran, Alt bei der Frau sind mendelnde 
\lerkmale, denen «ein Genpaar A,a zugrunde 
lieg! \us den relativen Häufigskeilen läßt sich 
also, da die Verteilung bei beiden Geschlech 


lern angenähert dieselbe ist. die relative lau 


figkeit p dieses Gens ermitteln Is wird ver 
mutet. dab «dıe Bab-. Sopran Rasse 1.a) eiIn« 
Beziehung zur nordischen Rasse hal Schul 
kindermessunsen ın Flensburo. Schleswio, lu 


sum, hendsburg, Stolp und Schievelbein erga 
ben eine Abnahme des p von Westen nach 
Osten etwa entsprechend dem Vordringen der 
riesen, das aber nicht näher geographisch 
untersucht wird. Während «die Werte von p 
in Deutschland etwa 0.55 sınd, sınd für vier 
ttalienische Städte, Palermo, Messina, heggsıo 
Pisa. nur Werle von etwa 0.15 beobachle| 


, 


\llerdings ist möglich. daß die Definition der 
Stimme nicht genau dieselbe war Das Ver 
hällnis Alt zu Sopran bei Weglassung zweiılel 
halter Fälle wäre dort etwa 87 zu 12. woraus 
auf die Existenz von etwa 12vHl normännı 
scher Bevölkerung geschlossen wird 

\uch der Drehsinn des hinteren Koplhaar 
wiırbels ist, wie Bernstein 1; % nache« 
wiesen hal. ein Mendelndes Merkmal mit einem 
Gen R,r. Dem Doppelwirbel werden zwei Gene 
zuoeschrieben Der negalive Drehsinn ist d 
minanl, der positive rezessiv. Der Prozentsatz 


der r-Gene wird aus der Wurzel aus dem 


Prozentsatz der rr-Individuen berechnel 

“r ergab sich für 53158 Schulkinder von 
Iserlohn und Göltingen das Verhältnis der Do 
minanten zu den HRezessiven 0.572 zu 0428 
Bei 41 Familien mit 131 Kindern ergab sich 
nach einer wegen der kleinen Kinderzahl pro 
he nolwendisen Korreklur eine schöne Vebe:ı 
einslimmung für die Kinder mit posilivem 


Drehsinn {rr deren beide HEllern negalıven 
Drehsinn haben {ARr) und für Kinder aus ge 
mischlen Familien (RRXTrr und RrxXrı Di: 
Erbformel für den links negaliven und den 
rechls positiven Doppelwirbel laute! RRdad 


und Ardd, für rechts positiven und links nega 
tiven Doppelwirbel rr dd, wobei d das Gen der 
Doppelwirbel anlange. Es wird vermutet, daß 
der negalive Drehsinn ein dominantes Merkmal 
der nordischen Rasse ist 

lın anderes. statistisch interessantes Problem 
des Mendelismus ist die Frase nach dem End 
zustand dem eine mendelnd« Bevölkerung 
unler den verschiedenen Bedingungen zustrebl 
Dies untersucht Philiptschenko (Veber 
Spallungsprozesse innerhalb einer Population 
bei Panmixie, Zeilschr. für induk! \bslam 
mungs- und Vererbungslehre, Bd.»5, Ilelt 5/1, 
5.257 bis 278, 1924) für eine Population ohne 
Selbstbefruchtung. mit unterschiedsloser Ver 
mensung und ohne Selektion Bei einem Gen 
ıst bereits die Verteilung der zweiten Generalion 
stationär. Untersucht werden dann die PBeldin- 
sungen bei 2 oder 3 Genen und besonders der 
all der Gleiehsinnigkeil Der stationäre Zu 
stand besinnt nur dann bereits in der zweiten 
(eneralion. wenn di (amelten der ersten 
einem besonderen 


Fılialseneralion F, sieh ıı 
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rliest und die Gameten von F, sieh in 


lıskordanlem Verhältnis befinden sy» Ander! 


| P’opulalionsbestand von General:on zu 
enera .ınige von den Phänotvypen neh 
loere nehmen ab. wobeı bisweilen 
/unahmeperiode « " Phäanolthvyp 
\l Iımeperi K (derselben Iolol das 
10] ) bis las Gamentenferhaältlnis 
ce} 1. | el) konkordanles OE\WO] len le 
5 Id | | ıh u | Il 
\lso h le \ermischu von Zweı vei 
| | 0 P’opulalıo 1) 4 lenen div 
I\ I; zbedi: (Il en ultrelte wirkt l ektın 


en Kinlluß von parlieller Selbstbelruchlung 


Inzuchl. selektiver Vermischung und selektivei 


Belruehtlun till ser /uısammenselzuno INC! 

nder Populalionen untersucht J. B. Ss. Hal 
llama ’ro« (amb. Phil. Soe Bd.1 Nr. 3 
HERZ Die Hndverleiluns ım stationären Zu 


land aul dıe dreı bei einem mendelnden Gen 


relender Typen hängt ab von dem stalı 


1} 

IT (amelenverhältnis ler relativen Zahl 
leı selbstbelruchten bzw der Inzüchtenden 
bzw em \ssozialionskoellizienten zwischen 
den phanolvpischen Charakteren 

da die drei Zah lı 0 ’OCNEN lıneare 
unklionen dk (‚amentenverhältnisses sind. so 
könn! man hieraus «die stattonären Flaufi 
keilen der drei Ivpen nur als Funktion der 
belrelfenden helativzahlen berechnen 

N\ımml man « konslantes \erhältnıs der 
ıberleb: cl 1] Dom amten /U ch } Nezessiven 

ı kann man len KEınlluß «der Svleklion 

ıl die Zahl der Rezessiven ermillteln Di 

cleklıo bei pa tiel'« \uswahlmischung und 


ekliver Delruchlung unterschetdel sıch aber 


ler bei Panmıxp Nur wenig 


Schädelmessungen. Wie schwanken die 
verschiedenen Maße des menschlichen Schä 


lels und wıe hängen Si innerhalb «derselben 
ha unlereimanden zusammen? Dies unter 
chen Karl Pearson und Adelaıd i 
avın (eber dd biomelrischen Konstanten 
les menschlichen Schädels,. Biomelrika. Bd. 16. 
Nr. 3/4 HRZ bei 800 männlichen und „00 
werbliehe (övplischen Schäadeln von Erwach 


el aus der Zei von 0600 bıs 200 v. Chr 
/um \ergeleich  werd.on Nequadaschäadel und 
he Schädel des 17. Jahrhunder!s heran 

} 


en 30 der "ranklurter \erstiandioeung 


enisprechende Merkmale und 520 Korrelationen 


werden angeschen Is werk unter anderem 
| eehnel din 3% ıplı | lic \ lic selb ıı lınl lie 
ıre 1101 la ZW ( MmImı 

S | breile leı Iolal nel ‚bem (esich!s 
{ Na (arte ‚. Flora (- Orbital-, 
| Il () rechter \ue ho ur IIM lex endlich 
von Pearson aulgostelltle Occeipitalindex 
\ Orbıla und Gaumenindex ‚choinen 
ir | eheidu von Hasseı wmlich wert 
Ienn zwei unabhänsige Beobachter kön 

ı da eich MESSEN Die Schwan 
loı (I) Gıroßen nach dem Geschlech! 

| l ı | bolra Iıtele | lassen vol 

| In ı scheint alu dla mm 





/tschr. f. anzew. 
Auszüge Math. und Mech. 
lich« (seschlecht variabler. \m geringsten. 
e!lwıaı >vH. schwanken Länge und Breite, am 
stärksten, elwa 8Svlil, die Kapazıtäl Beides 

ist nicht anthropologisch, sondern malhema 
lısch besrüundel Denn bei everinser Korre 


Ialıon nimmt d.e Schwankung einer Summe 
nit der Wurzel der Zahl der Glieder ab. Und 
lie Schwankunsen eines Produkts sind von der 
(rößenordnung der Summe der Schwankungen 

Im allsoemeinen überwiesen die männlichen 
\orrelalisonen. wenn auch nicht sehr stark 
l.ın großer Teil der berechneten Korrelationen 
zwischen Längen untereinander, zwischen Län 
cn und Indices und zwischen Indices unter 
einander ıst nur scheinbar Di beobachte 
(en Korrelationen sind stark. wenn ein Mab 


las andere enthält: weniser stark. wenn die 


keiden \labe vImA GCINCINSEAINMIG (robe besilzen 
dies sınd aber nur scheinbar korrelalionen 


die roanischen Korrelationen zwischen un 
abhänsigen Knochen dases'n sind sehr gering 


und entstammen wahrscheinlich nur dem ge 
En 1 


e'tnsamen Wachshmm line echte hohe Kor 
relation. 0.85 bzw. 0.52, scheint nur zwischen 


m 


em rechten und JIınken Oceipilalindex und 


der Foraminal-Länge und -Breile zu bestehen 
l.änge. Breite und Höhe haben solche schein- 
baren Korrelalionen mit den Indices. in denen 
sie jeweils auftreten. fast keinen in den anderen 


“allen Die Indiees ohne gemeinsamen Faklor 
ınd ohı sich enthaltende Faktoren haben ım 
ıllsemeinen praklisch keine Korrelation Di 
beobachleten Korrelationen zwischen Indices 
stimmen mit den aus den Schwankungen be 
rechnelen theoretischen gul überein. Eine orga 


sche. wenn auch serinsere Korrelalion 0.4 bis 
0.5» existiert dagseo»n zwischen Maximallänge 


und bizymaler Breit: \uricularhöhe, Trans 
versalbogenlänge, Kranialbreite, Kranialhöhe, 
Ierner zwischen Kranialbreile und Kranialhöhe, 


\uricularhöhe. Sasillalbosen. endlich zwischen 
\uriecularhöhe und lorızonlalumfang Die go 
rıngen roanischen Korrelationen lassen die 


hekonslruktion eines Schäd.ls aus einzelnen 
inochen außerordentlich unsicher erscheinen 


Relative Länge der Gliedmaßen. Die B«- 
ziehung zwischen der Körperlänge und der 
l.änge der Gliedmaßen untersucht J. A. Harris 

\meric. naluralist, Bd. 58, Nr. 656, 8. 251 bis 


271. 1921 \uf Grund der Kındermessungen 
von Boas und Wißner und der Studenten 
messungen von Schusler wird gezeiet, dab 
die Korrelalion zwischen Länge und Sitzhöhe 
e!lwa 0.8 ist \littlere Länge, Sitzhöhe und 
Beinlänge sind lineare Funktionen des Alters 


.n 


ie kKorrelalion zwischen der Länge "und der 
\bweichung der Sitzhöhe von ıhrem wahr 
scheinlichsten Wert wird durch die Korrela 
ion der Länge zur Sitzhöhe und den Schwan 
kungen beider Größen ausgedrückt. Diese Kor 
relation ist negatıvy und nimmt ım wesentlichen 
mil dem Alter zu. Die Korrelation Körper- 
zu Bein- und Schenkelläng. ıst etwa 0,85. die 
zwischen Körperlänge und «dem Verhältnis Bein- 
durch Körperlänge etwa 0.45 Doch steckt 
hierin eine scheinbare Korrelalıon Die Silz- 
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höhe wächst linear mit der Körperlänge. Die 
Korrelalion zwischen Körper- und Vorderarm- 
länge ist von der Größenordnung 0.7. die mit 
der Abweichung der Vorderarmlänge von ihrem 
wahrscheinlichsten Wert negativ klein, aber 
sinnvoll. Bei großen Menschen hat also die 
Silzhöhe einen relativ geringeren und die Bein- 
länge den relaliv größeren Anteil an der 
Körperlänge als bei kurzen. 


Absterbeordnung der Fliegen. ist die 
Geselzmäßigkeit der Absterbeordnung auf den 
Menschen beschränkt oder gilt sie auch bei 
den Tieren? Um dies zu untersuchen, berech- 
net John Brownlee (Ameriec. Naturalist. 
Bd. 58, Nr. 659, 1924) aus den von Pearl 
festgestellten speziellen Sterbeziffern der Fliege 
Drosophila, mit Hilfe einer Normalbevölkerung, 
welche mit 16000 »null- bis fünfjährigen« be- 
besinnt und alle 5 Zeiteinheitlen um 1000 ab 
nimmt, die Zahlen der Gestorbenen in jeder 
Altersklasse. hieraus die Ueberlebenden und die 
l.ebenserwarlungen. 

Setzt man einen Tag im Fliegenleben oder 
einen zehntel Tag für das Räderlierchen Proales 
oleich einem Jahr beim Menschen, so ent- 
sprechen die entstehenden Kurven der Ueber 
lebenden vollkommen den menschlichen Kur 
ven. Nur die Kınderslterblichkeit existiert 
nicht, was wohl an den künstlichen Verhält 
nissen bei der Zucht liegt 


Periodische Schwankungen im Tierreich, 
Bei vielen Nagetieren führt Uebervölkerung zu 
deutlich erkennbaren Wanderungen. Herr GC. S. 
.lton untersucht (Brit. journ. of experim. 
bıol. Bd. 2, Nr. 1, 1924) die Wanderungen der 
l.emminge in Süd-Norwesen, Süd-Schweden. 
hanada und stellt eine Periode von elwa 
sl’, Jahren fest... Die Lemminge sind nun die 
liauptnahrung der Füchse. Die Schwankung 
dieser Zahl laßt sich aus den Berichten über 
die jährlich gesammelten Felle annähernd er- 
kennen. Auch sie ergibl die 31/, jährige Periode 
Gleicht man diese Kurve durch Mittelwertbil 
dung aus, so bekommt man eine weitere elwa 
IV bis 11 jährige Periode. Eine etwa 10 jährige 
Periode zeigt sich nach denselben Quellen in 
der Zahl der Hasen und Luchse 


Die Periodizität in der Zahl der Mäuse läßt 
sich aus den Jahreszahlen der Mäuseplagen er- 
kennen. Es scheint, daß Mäuseplagen in der 
Umgegend von Sonnenfleck-Minima häufig sind 


Die Ursache der 31/, jährigen Periode ist 
unbekannt Dagesen mögen die 10 jährigen 


Schwankungen mil den Sonnenflecken, die eine 
oleiche Periode aufweisen, zusammenhängen 
Die Periodizität in der Zahl der Tiere zeig! 
danach die durch die Sonnenllecken hervorge 
rufenen klimatischen Veränderungen in stark 
vergröberler Weise. 


Struktur der roten Blutkörperchen. Ilier 
[für exislieren zwei Theorien. Nach der einen 
sind die Blulkörperehen schaumartig, wobei 
das Hämoglobin in das Gerüstwerk des Stroma 
eingelagerl ıst. Nach der anderen umfaßt eine 
elaslische Membran einen flüssigen oder halb- 
Ilussigen Inhall Um zu entscheiden, unter 
sucht E. Ponder (Proe. Roy. Soc. ser. B 
Bd. 97, Nr. 681, S. 158 bis 148, 1921) den Ein 
Iluß einer mäßigen Volumenänderung beim 
Kintreten neuer Flüssigkeit. Im ersten Falle 
würden die polare und äquatorıale Achse 
irgendwie zunehmen Für den zweiten Hall 
wird zunächst die potentielle Energie berechne! 
ls ergibl sich das auffällige Resultat, daß bei 
\olumenänderung die äqualtoriale Achse ab- 
nimmt, wenn das Verhältnis der äquatorialen 
zur polaren Achse größer ist als etwa 16 
Wenn die Poıssonsche Zahl (gewöhnlich 0,53 
von 0,1 bıs 09 geht, lauft der Minimalwert 
dieses Verhältnisses, bei dem die äquatorıiale 
Achse noch abnımmt, von 1,45 bis 1,7. Bring! 
man die Blutkörperchen in eine Lösung von 
oeringerem osmolischen Druck als das Plasma, 
so dehnt es sich aus, wie sich aus zwei un 
abhängigen Beobachtungsreihen ergab Die 
aqualoriale Achse nimmt dabei zuerst ab und 
dann wieder zu. Dies war nach der zweiten 
Theorie zu erwarten, da die Abnahme auch 
das Verhältnis der äquatorialen zur polaren 
Achse verkleiner! Die beobachteten Zahlen 
stimmen also gut mit der Annahme überein, 
daß die roten Blutkörperchen ballonartig sind 
und daß die homogene Membran ungefähr den 
üblichen Poıissonschen Koeffizienten 0.53 hal 
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Der charakteristische Wert aus zu be- 
stimmten Zeiten beobachteten Werten. 
Die meleorologischen Elemente l.uftdruck. 
Temperatur usw werden um 7, 14 und 
21 Uhr beobachtet Die abgelesenen Werte 
werden nach den Formeln (a b c):3 oder 
A b--2c):4 oder nach ähnlichen zu einem 
Mittelwert zusammengezogen. 

Der Zweck des Miltelwertes kann nur sein, 
durch ihn allein das für die drei Ablesungen 
Charakterislische auszudrücken Das tun die 
in der gebräuchlichen Weise abgeleiteten Mit- 
telwerte nicht. Sıe sind nicht eindeulig. Man 
kommt zu dem gleichen Mittelwerte. wenn sich 


einer seiner Ausgangswerle ändert. wenn sich 
die beiden anderen entsprechend ändern. Der 
sleiche Mittelwert kann von ganz verschiedenen 
Ausgangswerlen herstammen Der Mittelwert 
berücksichtigt aber auch nicht die Zeiten der 
Beobachlung seiner Ausgangswerte. Man erhält 
den gleichen Mittelwert bei Anwendung der 
Formel (a b--c):3 ausa, b, cund b,a, « 
und ce, a, b usw. 

Das für drei Beobachlungen CGharakteristische 
kann man nur durch einen eindeutigen, auf die 
Beobachlungszeiten Rücksicht nehmenden Werl 
lestlegen. Man kommt zu diesem charakteristi- 
schen Wert auf folgendem Wege 
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\ul dem vıierundzwanzıieslundigen /ılleı ıbwiärls oezeichneten Werte n ın Verbindung 
blatte ıst 7 Uhr von Null Uhr 105 Grade en! DIINJEeI Man erhält so endlich als den für die 
fernt. zwischen 7 und 14 und 14 und 21 Uhı um 7. It und 21 Uhr beobachlelten Werle cha 
liegen wieder je 105 Grade \lan erhält einen rakterıstischen Werl 
die Beobachluneszeiten berüucksichtigenden Pa Tom 
\Wert, wenn man auf den Strahlen dieser Zei Vi ui =7,nc0os (139 1 
ten «dk Beobachtungen auftragl und wıe bei Der Winkel © len er mil ı bildet. wird ge 
nralleparallelogrammen mil I\osSınıs und lunden aus Ssın © n:c)sın (4 \ Der 
Sınussalz den resultierenden Werl rechn Dei Winkel 9, den er mil dem negativen n bildet 
ISI| bei nicht! eindeutig auch 5 wich bei ıst ) 3 \ OÖ Daraus eroıbl sıch der 
\t cha | > @eıNnes \usganoswerles '\eichbleiben \Wınkel&. den der charaklterislischı Werte I 
wenn ich dıe beiden anderen « Itsprechend ler Null-Uhr-Linie bildet ls » 31.0 ' fe) 
dern Kındeulig also zum charakteristischen Der so abgeleitet lur die Beobachlungen 
Werte wird er erst. wenn man eınen vierten um 7. 14 und 21 Uhr ceharakteristische Wert 
lesten Wert zu seinen drei \usgeangswerlen ıst eindeutig. Er ändert sich. sobald sich «einer 
dazunimmit und am  Schlusse der Rechnung seiner Ausganeswerle änder! Wenisstens ist 
wieder wegnimmnl es sehr schwer möglıch, dab sıch die beiden 
Den charaklterislischen Wert € aus den um andereı \usgeangswerle so ändern, daß der 
It und 21 Uhr beobachleten Werten a, D charakleristische Wert unverändert bleibt 
und ce erhalt man. wenn man auf dem Null wenn sıch der drilte Ausgangswert ändert. Der 
Uhr-Strahl einen Testen Werl n anmımml charakteristische Wert nimmt auch auf die Zei 
Daun ergibt sich aus zn und «a, weil der Kosı ten der Beobachtungen seiner \usgangswerle 
us ılımı Winkels .26 ıst, ihr resullieren a. b und e Rücksicht! Er ıst nicht gleich füı 
ler Werl 7 Vu N Vo2an und dei rı, b, c und b, a, ce usw 
Winkel den er auf dem Zifferblalte mil a In der Meteorologie hat die Berechnung des 
bildel Ist oeoeben durch Ssın ü 0.07 / \Wınkels & den der Strahl des charakteristi 
Ki r, und b ergibt sıch schen Wertes € mit dem Null-Uhr-Strahl bil 
x det, keinen Zweck Kr wurde hier nur ange 
Vo: 72 — 2br,cos (75 | | 
oeben. will s mösglıch ısl daß es ın der 
I der Winkel 5 zwischen r3 und b aus lechnik Kurven sibt. die auf dem hier ansı 
I SI 79 Weiter Findet maı oebenen Wegt die Berechnung eines vierten 
iu und resultierenden Werl \Wertes € aus drei ihrer Werte a. b und e 8 
| ] )CT.008S (75 B Stalten Da wäre durch & die Zeil gegeben 
Winkel Asa u wi, hildel us der der Werl { eingelrelen ıIS[ oder eın 
un treten wird 
I Sıll id 
Um di charakteristischen Wert zu erhalten Das angegebene Verfahren laßt sich natür 
wurde eın fester Werl zu den Aussangswerlvı Ich au beliebig viel \usgangswerle Aus 
p minor “ um Nuß Ile Der muß dehnen \lan hat nur zu beachten. daß die 
jetzt mit 7. so zusammeneezogen werden. dab Winkel der Strahlen, auf denen sie liegen, 
wieder verschwindel \lan muß ı jetzt indere sind als hier 
mil dem auf dem Null-Uhr-Strahl nach Wien Morız Topolanskyx „40 
BUCHBESPRECHUNGEN 
Die hier angezeireten Bücher sind durch die Sortiment-Abteilunze des VDI-Verlages, 
Berlin SW 19, Beuthstraße /, zu beziehen.) 
0, RUNGE, ord. Professor der Mathematik und sein Mitarbeiter das Wichtigste aus den 
an der Universität Göttingen, und H. KONIG, alleren Büchern »Praxis der Gleichungen« uni 
I. Professor der Malhematik an der Berg heorie und Praxis der Reihen« in ausfuühr 
vlemie Clausthal Vorlesungen übeı lıcherer Darstellung und mit mannigfachen 
merısches Rechnen \lıt 13 Abb Di rsänzungen ın dem neuen Buche zusammen- 
vrulndlagen der malhemalischen \Wıssense] | oestellt haben lın ersten \bschnit! wird die 
I ı | ınzeldarstelluı sen mıl bDeso ıderer x \nwendung (es ii henschieb: >. der l,osarıtlh 
hiigung der Anwendungsgebiet Band mentalfein. und der Rechenmaschinen kurz b 
\l Verlag von Julius Springer, Berlin 1924 sprochen, wobei vor allem auf die erzielbare 
\Ill ,/ıSs (enaulskeil eingegangen wird Vortrefflich ist 
N deutsche wissenschaftliche Literatur ist der Abriß der Ausgleichrechnung, der dem 
hr arm an Werken. welche der mathemat Ingenieur die vielen allzu umsländlichen und 
I xekutive, dem numerischen Rechnmt langwierigen Darstellungen, die in erster Linie 
| den «damit zusammenhängenden  Instru ur Geodaten geschrieben sind, erselzen wird. 
jenten und Apparaten gewidmet sind Di Dii verschiedenen Kapitel, die sich mit der 
| wertvollsten dieser Werk: verdanken wii \ullösung von Gleichungen beschäftigen, gehen 
. Bunevee. dem einen der beiden Verfasse nach Ansicht des Referenten elwas zu wenig aul 
des hier zu besprechenden Buches Es jet die Frage ein, ob und unler welchen Umstan 
' lag \Wärmst u beorußen daB Run k den die ıngeoebenen \erlahren konvergieren, 
| 
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das heißt hier: zum Ziele führen s ıst doch 


nicht sanz unbedenklich. wie etwa im 851 
dıe Lösung ceıner beliebisen Gleichuns durch 
lteration behandelt wird, ohne jeden Hinweis 
darauf, daß dieses Verfahren doch nur unleı 
oanz bestimmten Voraussetzungen ‘deren Vor 
handensein man meist ganz leicht überprüfen 
kann wirklich wine Lösung ergib! Seh 
schön sind die Ausführungen über Annäherung 
willkurlicher Funktionen durch Fouriersche 
leihen; dabeı wird in der Ilaupt!sache das bi 


harmonischen Analyse entwickelt Verhältnis 
mäßig knapp. aber doch mil einiger Vollstän 
dicken! werden die numerischen Verfahren 
der OQuadralur und der Integralion gewöhn 
licher Dilferentialgleichungen behandelt Hier 
wird Jreilich der technisch orientierte Lesen 
einen Mangel lebhaft empfinden, der in der 
ınzen Anlave und Stoffbeserenzung des Buches 
besründel ıst, namlich das Fehlen jedes Hı 
weises auf die zeichnerischen Verfahren Zu 
dieser Slollbegerenzung haben sich die Verfasscı 
wohl mit Rücksicht auf den Umfans des Buches 
und vor allem mit Rücksicht auf das in deu!l 
scher und englischer Sprache erschienen: 
Büchlein über graphische Methoden von 
Runge veranlaßt gesehen und man wird 
sewib zugeben, dab die numerischen Verfah 
ren fur sich ıhre Berechtigung und ihr ab 
oeschlossenes Anwendungsgebiet haben Im 
merhin würde es das Versländnis der nume 
rischen Integrationsmethoden sehr erleichtern 
wenn wenigstens auf den Zusammenhang mil 
den zeichnerischen Verlahren kurz eingegangen 
würde. Die Integration partieller Dilferential 
oleichungen wırd leider gar nicht berührt. was 
it freilich ın der Schwieriskeit und Weil 
laufiskeit dieses Gegenstandes genügend be 
srundel erscheint 

Kıne sroße Zahl von Aufgaben, deren Lö- 
sungen am Schlusse des Buches kurz zusam 
mengeslellt sind. und deren Auswahl von der 
relehen Leehrerfahrung Runses Zeusnis ab- 
lest, wird die Benutzung des Buches, sowohl 
Iür das Selbststudium wie als Hilfsmittel für 
den Unterricht in willkommener Weise er- 


leichlern Der Runse-Königs wird zwei- 
fellos ein Standard-Werk für die angewandten 
Mathematiker werden \Mises. 558 


FELIX AUERBACH, Die Methoden der 


Iheoretischen Physik \lıt 150 Fiouren 
\kademische Verlagsgesellschaft m. b. H. Leip 
zıo 1925 \ I36 8 Preis br I3 \M. „ch 
IM 


Dieses Buch ist. seiner Absicht eine Ein 
Iührune ın die Methode zu geben semäß 
nicht nach physikalischen, sondern nach ma 
Ihematischen Gesichtspunkten gegliedert. Wenn 
der Verf. zu der Frage (8. 42 Was ıst die 
Mathematik im Grunde’«< die Ansicht äußert 
Darauf sibt es nun eine ebenso kurze wie 
erschöplende Antwort sie ıst eine Sprache 
so muß man ıhm schon darın auf das en!l- 
schiedenste widersprechen, da die Mathematik 
ein System von Gedanken und nicht nur von 


kannle Runsesch numerische \Verlahren der 


‚prechungen 143 
svmbolen ısl Das vom Verfasser als Mathe 
matik bezeichnet (‚emisch von Mälzen und 


Formeln kann allerdings diesen Namen nicht 


beanspruchen Ich erwähne einige Beispiele 
Nachdem auf 8.75 das Differential In seiner 
märchenhalten Gestalt als unendlich kleine 
(rößex eingeführt worden ist. wirkt es nıchl 
überraschend. wenn (8.125 die Differential 
quotrenten richtige Brüchs« sind Dann aber 


erscheint es doch als besonders merkwürdıg 
daß gerade die partliellen Differentialquolien- 
len keine eigentlichen Brüche mehr sine 
Die auf derselben Seile weg>bene Beerüntdung 


der Unabhängsiekeit gemischter partieller Dıltı 


rentialquolienten von der Differentialionsrei 
henlolge ist leider so allgemein, daß sie zuviel 


beweist und durch bekannte Gegenbeispiele 
widerleet wird \ul 8. 75 wird in 12 Zeilen 
die Variation als »eine Abart der Dilferen 


lialıon so vorewsüuhrl. daß man sie schwei 
lieh wiedererkennt,. der Anlänger aber zweiılel 
los nichts versteht \Wenn man aber schon 
mit Differentialen so skrupellos operier! Ich 
wende mich hier nicht »segven den Gebrauch 
der wohldefinierten »Diflerentiale« in der Du 
lerenlialeeometrie und der Theorie der Diffe 
rentialeleichungen so sollte man dabe' doch 
vorsichlieer zu Werke ge ’hen als der \Verf.. deı 
auf 8.189 bei der Aufstellung der Kontimu 
tätseleichung nicht Differentiale. sondern Dilfe 
renlialquotienten vernachlässigt Diese Stelle 
ist dadurch merkwürdig, dab dies Vernach- 
lassigung die Kompensation eines auf 8.188 
heoansenen Fehlers bedeulct. wo Divervenz 
und Dilaltation verwechselt werden al 
Ss. 411 geschieht dies nochmals) und der {rich 
tige) Standpunkt der Betrachtung eines raum 
festen Volumens. durch das hindurch sıch deı 
"luß vollzieht. mil der Verloleune eines Flüssı 
keilsguanlums durcheinanderg braent wird (wo 
durch der Verf. zu Volumenänderuneen komm! 

In dem Kapitel über unendlich« Reihen 
häufen sich die Unrichliskeiten \ul 8.95 
findet man den Salz Damit di Reihr 

"m u, Its 1, konvergiere 


rk 


muß der Grenzwert von Uy-+y7:7, für genu 
send große n kleiner als 1 seın Dem 


seoenüber weist der Verf. auf der nächsten 
Seite di Konvereenz der Reih + 


l 
- + ... fur m I Irolz nm 
3m 


nach Dies und die falsche Formulierung und 


rıchlioe Anwendung des Raabeschen Konveı 
senzkriteriums ‘8. 95. 96) zeieen deutlich. daß 
der Verf. den Begriff des Grenzwerles durch 
aus nıcht verstanden hal Die Potenzreihen 
werden (8.98) ganz entsprechend unzulänglieh 
hehandelt und die Fourıerschen Re.hen nich! 
besser Nach dem Verl Ss. 101 haben die 
abschließenden Arbeiten von Foursier und 


Dırıchleil oezeiet. daß man dureh diıvs« 
Reihen »jede beliebige gegebene Funklion« dar 
stellen kann Alle diese Fehler sind um so 


aroerlicher. als sie sich durch einfache Kın 
schränkungen der behaupteten Sätze ohne wei 
tere Haumbeanspruchung hätten vermeiden 
lassen. 
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Kıne eroße Anzahl weılerer Unrichtiskeiten 
sind mir aufgefallen. z.B. wird auf 8. 123 Herrn 


| 
Nadelung die »Gleichung | z 2 


Ev 
Ds 


2 1 z 6 zugeschrieben und für das 
Polynom 6. Grades eın Bild der Niveaulinien 
ım Komplexen abgedruckt Dasesen behandelt 


\adelung Die malhematischen Hlilfsmittel 
des Physikers, Berlin 1922, Springer, S. 13, 14 
1 ) 
die Funktion und «das Polynom 94 
l nen Ev 
Irennt und gibt auch für ein lısur 


- 
22 


an. deren Vergleich mit der andern gerad: das 


lehrreiche an der ganzen Sache  ıs!l ii 
Migur 75» auf 8. 241 des Auerbachschen Bu 
ehes stellt schon für den flucehtigsten Anblick 
keine konflorme \bbildung dar In dei 
Figur 100 78.340) ıst die Funktion u (e- au 


Ialsch dargestellt. da die Kurve «eine horızon 
Iale Tangente fur u 0 aufweisen mübte. wäh 
rend die Figuren 20 und 102 dıe gleiche Funk- 
Ion richtig darstellen 

\lan könnte vielleicht meinen. dab mathe 
malische Mängel eines physıkalischen 
Buches belanglos seien \ber erstens ıst eın 
mathematisch falscher Satz niemals phvsıka 
liısch richtig. und zweitens hat das vorliegendk 
Buch die Methoden der theoretischen 
Physik zum Gegenstand, die bekanntermaßen 
malhematisch sind Wenn der Verf. ım Vor 
wort Wert darauf lest, dab hier die Dar 
stellung eines Phvsikers vorliegt im Geven 
salz nämlıch zu den Büchern von Rıemann- 
Weber und von Couranlt-Ilılbert so 
sind überdies auch Einwendung'n vom phvsi 
kalischen Standpunkt zu erheben. Z. B. ıst deı 
Knereiesalz bei der Ableitung der Gleichung 
des vollkommen elaslischen Stoßes nicht zu 
umsehen. während {8. 50) die Vermeidung des 
Inersoiesalzes den Verf. auf die unmotiviert 
Postulierung eines neuen Salzes Führt der 
serade das zu beweisende enthält Aul 8. 245 
wird in enem Referat uber das Problem des 
Kreisplaltenkondensators di \Meinung erweckt. 
als ob die Kırehhoffsche Formel ‘die über 
dies unter Verwechslung von Flektrizitäatsmenge 
und Kapazıtät falsch wiedergegeben wird) eine 
exakte Lösung darstell Die Ableitung der 
’lancekschen Strahlungslormel S. 369. 370 
ist ebenfalls unzulänglich, da das methodische 
Kingreifen der Hypothese der Unstetigkeit der 
nereie gar nıcht vorgeführt wird 

Wenn man zu diesen vielen einzelnen Maän- 
seln «des Buches noch hınzunımmt. daß die 
larheit des Vortrags, ın dem theoretische 
IHlerleitung und skızzenhaltes Relerat unter 
schiedslos durcheinander sehen. sehr zu wün- 
schen übrig läßt. so dar! man das Buch wohl 
als völlis mıßblungen bezeichnen Vor 
allem müssen vor dem Buch die vewarn!i 
werden. an die es sich ın verslter Linie wendel 
der \nfänser. der nur über dıe Tatsachen 
der Experimenlalphysik orientiert ısi«, und der 
l.chrer. der die mehr oder weniger oelockerk 
Erinnerung an die Studienjahre aufzufrischen 
wünschtx«. Gerade diese Leser konnten durch 
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die oberflächliche Art der Darstellung ver 
anlaßt werden. das Buch für »vollkommen ver- 
ständlich und leicht lesbar zu halten In 
Wirklichkeit würden sie, statt zu klarer Eiın- 
sicht in physikalische und methodische Zu- 
sammenhänge geführt zu sein, einen Wust von 
Unrichtiske.ten für bare Münze hingenommen 
haben ll. Rademacher. 565 
Breslau, den 16. August 1925 


Prof. Dr. HERMANN SCHUBERT. Mathe- 
malische Mußestunden Kıne Sammlung 
von Geduldspielen, Kunststücken und Unter 
hallungsaufgaben mathematischer Natur. Vierte 
\ullası Neubearbeilet von Prof. Dr. F. Fit 
line in M.-Gladbach Verlag von Walter de 
(ruvter & Co., Berlin und Leipzig 1924. 21558 
Preis oeh h) \J 

Die bekannte kleine Ausgabe dieser »Samm 
lung von Geduldspielen, Kunststücken und 
Unterhallungsaufgaben mathematischer Natur 
lievot in der neuen Auflage in besonders an- 
sprechender Ausstattung vor. Der Inhalt ist 
im wesentlichen unverändert aus der vorigen 
Auflage übernommen. Nur in den Abschnitten 
über magische Quadrate und über Roössel- 
sprünge hat der Herausgeber eigene Unter- 
suchungen herangezogen, in denen er in neu- 
artiger Weise das Rösselsprungproblem als ein 
Rundreiseproblem im Sinne des Hamilton- 
schen Dodeka (derspiels aulffaßt Die ange- 
wandte Mathematik kommt in diesem Büchlein 
in dem schon von Schubert selbst her- 
rührenden einfachen ewigen Mondkalender zur 
(ellung Il. Rademacher. 566 

Breslau. den 10. August 1925 


ARMIN SCHOCKLITSCH, Dr. techn. Zivil- 
ingenieur, Privatdozent a. d. Techn. Hochschule 
Graz. Graphische Hydraulik. Mit 45 Fi- 
suren im Text und auf 2 Tateln. Sammlung 
malhematisch-physikalischer Lehrbücher 21 
Verlag von PB. G. Teubner. Berlin 1923 IV 

728S. Preis kart. 260 M 

Der enge Kreis von Aufgaben. der traditio- 
nell mil dem Namen Hydraulik bezeichnet 
wird. oestattet zum sroßen Teil zeichnerische 
Behandlung. sei es mit den älteren Methoden 
der Kurventafeln oder mit den neueren der 
Nomographie. In dem vorliegenden kleinen 
Büchlein stellt der Verf. für etwa ein Dutzend 
\ulgaben solche graphischen Lösungsverfahren 
zusammen. Dabei bilden stets nur die einfach- 
sten und zum Teil auch schon veralteten me- 
chanischen Grundlagen den Ausgangspunkt. Bei- 
spielsweise wird für die mittlere Geschwindig- 
keit in olfenen Gerinnen neben der Bazin- 
schen Formel die von Ganeuillet und Kult- 
ler verwendet: für den Ausfluß aus einem 
(Gefäße wird ein Nomogramm entwickelt. dem 


keine konslanle Ausflußzahl 0,70 zugrunde 
liegt, Mises. 515 


Dr. LOTHAR SCHRUTKA, o. ö. Professor 
an der Deulschen Technischen Hochschule in 
Brünn. Elemente der höheren Mathe- 
malik, Für Studierende der technischen und 


















Band 5, Heft 5 


Oktober 1925 Ausbildung 


Nalturwissenschäalten. Dritte und vierte Auflage. 
\Mıt 145 Abb. im Text. Verlag von Franz Deu- 
lıcke, Wien 1921 \\XN 6358. Grdz. 15 

Das hekannle Schrutkasche Lehrbuch 
lıegl ın einer neuen der 3. und 4 Auf- 
lage vor Die Aenderungen gegenüber der 
2. Aufl. sind unwesentlich und beschränken 
sich auf die Richligstellung einiger gerinsfügi- 
ger Versehen 


OO] 


Berlin (G. Feiısl. 554 


En 


RUDOLF MEHMKE Dr. Dr.-Ing., emer. 
Prolessor an der Technischen Hochschule in 
hechnen. Mit 144 Figuren im Text und einer 
\ddılıons- und Subtraktionskurve als Beilage 
/weile, vermehrte und verbesserte  Aufllage 
Verlag von Franz Deulicke, Wien und Leip- 
zig 1924. VI 1318 


Stuttgart l.eitlfaden zum graphischen 


Der aus der ersten Aulflase bestens be 
kannte Leitfaden bringt in knapper Darstellung 
ein Zusammenstellung leichtfaßlicher graphi- 


n 


Unterricht 445 


scher Methoden zur Auflösung von Gleichun- 
sen Besondern Wert lest der Verfasser auf 
die von ihm propagierte Anwendung logarith- 
mischer Maßstäbe, die hier noch breiteren 
Raum einnimmt als in der ersten Auflage und 


tatsächlich unter Zuhilfenahme des »loga- 
rithmischen Zirkels« von E. Brauer recht 
praktische Verfahren liefert Ueber die 


Hälfte des kleinen Werkes füllen die Melhos 
den der graphischen Integration und Differen- 
lialion, ergänzt durch einen der 1. Auflage ge 

senüber neu hinzugelügten Anhang, der die 
sraphische Bestimmung von \lomenten sta 

tischen Momenten, Trägheitsmomenten, Momen- 
ten höheren Grades) behandelt. Neu hinzuge 
kommen ist ferner unter einer neuen verein- 
[achten Begründung des vom Verfasser in deı 
I. Auflase gegebenen Verlahrens zur Auflösung 
linearer Gleichungen eine Darstellung des be- 
kannten van den Bergschen graphischen 
Klıminationsverfahrens., das dem oleichen 
/wecke dien! 


H. Pollaezek-Geiringer. 560 


AUSBILDUNG UND UNTERRICHT 


Die Fragen der Ausbildung eines geeisneten 
Nachwuchses an angewandten Mathematikern 
sowie die schwierigen Probleme des Mathe- 
maltikunterrichts an den Technischen : Hoch- 
schulen sind von ausschlaggebend.r Bedeutung 
für die Verwirklichung der wissenschaftlichen 
Ziele, die sich unsere Zeitschrift setzt. Es be- 
stand daher schon vor länserer Zeit die Ab- 
sicht (die damals nur durch den vorzeitigen 
Tod von Herrn Direktor O. Lasche vereitelt 
wurde) einer Erörlerung dieser Fragen hier 
regelmäßig Raum zu gewähren. Wir veröffent- 
lichen im folgenden, zunächs! zur Frage der 
mathematischen Ausbildung der Ingenieure, 
eine Reihe von Leitsätzen, die Herr Prof. Hans 
l,orenz-Danzig vor mehreren Monalen dem 
wissenschaftlichen Beirat des VDI vorgelegt 
hat und die auch gelegentlich der Danziger 
Tagung den Gegensland einer Besprechung in 
kleinerem Kreise gebildet haben. HEine Stel- 
lungnahme der Schriftleitung für oder oegen 
die Leitsätze und ihre Begründung ist mil 
der Veröffentlichung nicht gegeben. 


Der Herausgeber. 


Leitsätze 
für die mathematische Ausbildung der 
Ingenieure auf technischen Hochschulen. 
Von Hans Lorenz in Danzig 

I. Die Festsetzung der für ein technisches 
"achgebiet notwendigen Grundwissenschaften 
und deren Umfang erfolgt durch die berufenen 
wissenschaftlich und schöpferisch tätigen Fach- 
vertreter, im vorliegenden Falle also durch 
Ingenieure, 

2. Diese erkennen einmülig die Mathematik 
und Mechanik als wichtigste Grundlagen des 
Studiums aller Zweige der Technik an 


3. Der Unterricht in der Mathematık hat 
sich in der Stammlehre (Unterstufe) zu er- 
strecken auf darstellende Geometrie, soweit 
diese nicht schon auf den realen Vorbereitungs- 
schulen erledigt ist, auf die Elemente der Vek- 
torreehnung und auf höhere Mathematik, d.i. 
analytische Geometrie bis zu den Haupteigen- 
schaften der Flächen zweiten Grades, sowie 
Differential- und Integsralrechnung mit Anwen- 
dungen auf die Geometrie, 

1. Von dieser mathematischen Stammlehre ist 
zu verlangen die Vermittlung des vollen Ver- 
ständnisses der wichtigsten Hauptsätze der 
unter 3. genannten Teilgebiete und einer siche- 
ren Handhabung der Rechnungsverfahren (ins- 
besondere Differenzieren und Integrieren, Vek 
toraleebra ). die nur dureh ausreichende Uebun 
ven neben den Vorlesungen zu erzielen ist 
5. Abgelehnt werden für diesen Grundunter- 
richt alle weitergehenden Untersuchungen über 
Grenzbegriffe, Stetigkeit, Konvergenzbedingun- 
sen. Restglieder von Reihen und Existenzbe 
weise von Integralen, die erfahrungsgemäß dem 
Anfänger unverständlich bleiben, abschreckend 
wirken und die Erreichung des Hauptzieles, 
d.i. die Handhabung der Rechnungsverfahren 
vereiteln. 

6. Für die Mathematiker und theorelisch be- 
sonders veranlagle Studierende der technischen 
ächer sollen die unter 5. genannten, von 
mathematischer Seite z. Zt. bevorzugten Kapitel 
in einer neben dem Hauptunterricht herlaufen- 
den wahlfreien Sondervorlesung geboten werden. 

7. Die unter 3. genannten mathematischen 
Grundlagen müssen einschließlich der dar- 
stellenden Geometrie, die im ersten Winterhalb- 
jahr vollständig zu erledigen ist, in den ersten 
drei Studienhalbjahren bewältigt werden, so 


dir 


BESFTETVWETERITEIE, 


® 


WIEATTE 


TEE 
R 


Fr 
- 


Fr 


NN? 


u 
K: n 


re 


Zn 
FERN ö 


VRR 2897) IE 


* 
# 


a 


\ 
i 
n 
\ 
E 
\ 





BEIUETETER 
Ba» AL Eıe 5 


Brhie nn rs, 
“2% ,n 


Fer 


73 
5 


R$ 


Tr rer 
Ar. ne 
i Pete! 


ER 


IUNZIEET 


Dr 



































































IH \nshiıldung 
Bu I f { | lt | para 
rufı \leel \ lesu hiervon  GUe 
brauch gemachl w li kann 
\ Ilöher: ılısch Son lervebi le, Wi 
Iotalı Incl piarl Dilferentialeleichungen 
Veklorana | e Geometrie Raumkur 
vi und | | eorl Funktionen und 
.’olen! | einschließlich Besselscher 
Fıunki Differenzen und Variationsrech 
den Studierenden der Technik 
Stutlienzeil ach der \« 
Oberstufe wahlweise geboten wer 
N dienen daneben auch der wissenschaft 
\usbıldu ’ solcher \lalhemal ker dl 
| den Lehrberuf an technischen Hoch 
hulen und höheren Unterrichtsanstalten voı 
( I 
'‚ 1s ist erwünscht. dab die Grundlagen der 
\ Ivsıs und darstellende (.omelrie und der 
| heren Sonde bıel I11l \ustausch wechsel 
| von allen Vertretern der Mathematik an 
leechnischi Hochschulen vorgetragen werden 
Ilıerzu sind im alloemeinen drei o, Professoren 
erlorderlich. welehe in bezus auf ıhre wissen 
ehaftlicehen Leistungen goleichwertlieen Anforde 
Mi en 2 enüsgen haben, wie sie von Uni- 
Z Lil tellt werden 
Id Die Mechanik sollte an technischen Hoch 
ehuk rundsältzliceh von Ingenieuren vertreten 
Wi \ | Il der technischen Praxis 
waren und selbständige wissenschaftlich 
leel > Leistungen aufzuweisen haben. Eine 
| ( \lechanikunterriehts nach Fach 
hteili T Bartı Maschinen und Schiffs 
WESe ‚iehts der KEıinheitlichkeit dı 
(ebiel weder geboten noch erwünsch! 
I) | ı eroßen Hochschulen mil 
kei | | rzahl Parallelvorträs« dureh 
k el I’ essoren der Mechanık mi! 
| Verse bei | Unterrichtsbeginn 
Si I Wi emvslei ım Plalze 
| rund 
as 01 Kur N lium an unseren tech 
Ilo eh id dı spater schopk 
' L;ı | lon Gebieten der Technik 
| N CI“ Raumvorstellung ceıne 
O\ er! | Rechnungsverfahren 
sr ı Mall voraus. ale da 
co] dars! { len Geomelrte EINEN 
ha ı ın dein rsien Studienzeit ein 
| BR li sich dann «die Vor 
I I Ing ) ler Mechanık « 
der Festlig tslehn und Ilveraulık 
| | ılvnamık. | kirotes sowie all 
| I Bere T welehe mil dem 
| \\ f vo \luaschinen und Ingsenmwurbaul 
N handen 
S Vi weitergehende Kenntnisse in dei 
er \lallıı tik erlord | ılsclannm lic 
\\ f ehaftlieh« lrmıltllu vo Spannungs 
erl ın den Einzelteilen von Bau 
erkt und Maschinen SOWwI ei \nalvsı 
| Voraussage der Strömungs- und Arbeits 
\ | | \lasel n unter verschiedenen 
uber Belı S lineungen Derartive Unter 
| ı) ind « racde. von denen don 
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Ztschr. f. anzew. 
Unterricht Math. und Mech 
technisch« | ırtschritt abhanel Ir Sk komm! 
stets nur eine kleine. wissenschaftlich veran 
lag!e Minderheit von reiferen Studierenden in 
Betracht. während die eroße Mehrzahl sich mil 
der Aufnahme und Anwendung des nolwendig 
sten  wissenschaftlichen Rüstzeues für den 
lagesgebrauch begsnügt 
\ber auch dieses bescheidene Ziel wird zur 
Zeit in sehr vielen Fällen nur sehr unvoll 
kommen voder gar nicht erreicht. weil die 
Studierenden die dazu unerläßliche Fertiekeil 
ım Gebrauche d’r Rechnungesverlahren (Diffe- 
renzieren und Integrieren nieht erworben 
haben Das liest offenbar nicht alleın an der 
vielfach noch unzureichenden Gelegenheit zu 
Lebungen ım Anschluß an die mathematischen 
\orlesuneen,. sondern vor a'lem daran. daß in 
diesen eine möglichst! scharle Beeründungs des 
(renzbegriffes sowie eine sesenüber den Ver 
hällniıssen ınm früherer Zeit viel schärfere Bi 
weisführung in den Vordergrund vestellt wird 
I!as ıst auch aus allen neuzeitllichen Lehr 
büchern der höheren Analysıs zu ersehen, in 
denen diese Dinge jetzt einen sehr breiten 
Raum einnehmen. während man sich früher 


oeometrischen Veranschau- 


die für 


mil kurzen 


chungen 


haufıo 


beonlute, ale Anwendunsen 


in der Tat durchaus hinr.-ichen Im Zusam 
menhane mil diesen Bestrebungen werilen Kon 
vergenzbedingungen und Restolieder unt'r er 


heblichem Zeitaufwand mit eroßer Ausführlich 


keit behandelt 

\lle diese Dinge. denen sich später noch die 
I“xisienzbeweise von Integralen der Difleren- 
lialeleıchungen zugesellen, haben aber nur für 


Studierende der reinen Mathematik eine Bedeu 
tung. während solche der Phvsik und Technik 
lavon abgeschreekt leicht den Zusammenhıng 
verlieren und die we:tere Verfolgung des Unter 
rich!s aufgeben. Es scheint. daß man sich aul 
malhematischer Seite dem aller neuzeitlichen 
kultur zuerunde Hhiegenden Gelanken der Ar- 
beitsteilung verschlossen hat. der jedem  Ge- 
biete eine eigene Behandlungs zuleilt und di 
Nachbargebiele mit an sieh schätzbaren Einzel 
heiten und Vertiefungen verschon! Für die 
Technik. wie auch für alle Zweioe der Natur 
wissenschaften ıst und bleibt di» Mathematik. 
so weil man von ıhr auch Gebrauch machen 
muß und wıl. Hilfswissenschaft und dar! nie- 
mals Selbsizweck werden Die durch Wey- 
lassune der oben gekennzeichneten. für alle 


Nıchtlmathematiker  überflüssieen  HKinzelheiten 


Irei werdende Zeit würde nicht allein der 
besseren \nelienung «der Rechnunesverlahren 
der Analvsıs, sondern auch der vielfach » noch 
vernachläßiglten. Für die Mechanik, Strömungs- 
und HKlektrizitätslehre aber recht nolwendigen 


\eklorreehnung zugute kommen Die sewöhn- 


lichen Differentialelvoichungeen können in der 
Stammlehre der Analysis ohne Schaden  zu- 


nächst lortbleiben. da die Mehrzahl der Studie 
renden für dieses schwierige Kapitel in seiner 
\llgemeinheil noch nieht reif ist, während de 


wichliven Sonderfälle ohnehin in der Mechanik 
besprochen und integriert werden müssen. Die 
Krlahrung zeigt. daß gerade durch diese An- 
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wendungen das Verständnis und das Interesse 
an den Differentialgleichungen geweckt und 
einer später einsetzenden tiefer gehenden ma 
thematischen Behandlung günstig vorgearbeitel 
wird 

Die höheren Teile der malhematischen Ana 
Ivsis, also die partiellen Differentialgleichun 
sen, die Vektoranalysis, Funklionen- und Po 
lentialtheorie, Varialionsrechnung, höhere Geo 
melrie usw. müssen ebenso wie die sich hier 
auf stüutzenden Gebiete der Mechanik. Wellen 
und Strömungslehre, Spannungs- und Temp« 
raturverteilungen u.a. dem wahlweisen Son 
derstudium in höheren Semestern. also nach 
dem Abschluß der Vorprüfung, vorbehalten 
werden. Auch die Thermodynamik mit ihren 
mannig’achen Differentialbeziehungen zwischen 
den Zuslandsgrößen, «die überdies eine gute 


Kenntnis der Mechanik voraussetzt. gehört 
hierher Das erlordert schon die Notwendig- 


keit eines tieferen Eindrinsens in die Theorie 
der überhiltzten Dämpfe und der Verbrennungs 
vorgäange, deren Verständnis @eine gewisse Reife 
bedine! 

Im Zusammenhang mil den vorstehenden Er 
orterungen erscheint es zweckmäßig. aul einen 
Umstand hinzuweisen, dem man in Deutsch 
land bisher kaum Beachtung geschenkt hat. 
der aber für den weiteren Ausbau des Mathe 
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matikunterrichts der Ingenieure von Bedeutung 
sein kann. Es ist dies die unbestreitbare Tat 
sache, daß die technischen Hochschulen Tur 
den malhematischen Unterricht gar nicht alleın 
auf Malhematiker angewiesen sind, die der 
Universität entstammen. sondern unbedenklich 


auf wissenschaftlich gerichtete Ingenieure zu 


rückgreilen können, wi das in Frankreich 
schon lange üblich ıst Diese Möglichkeil mub 
um so mehr ıns Auge gefaßt werden, als die 
\lathematik an deutschen Universitäten  seıl 


einieen Jahrzehnten schon «eine durchaus ab 
strakte Richlung eingeschlagen hal. die Ruck 
sicht auf Anwendungen und Anschaulichkeilt 
bewußt ablehnt w 


d die gerade nach dieser 
Richtung oelienden R lormin strebungen 5 
hleins zum  Scheilern gebracht al Wır 
haben also von den Universitäten keine an 
oewandten Mathematiker. auf welche die Tech 
nık seinerzeit so große Hoffnungen setzle, zu 
erwarlen. so daß die jetzt vielfach eingeführte 


l.ehrerausbildung an technischen Hochschulen 
ein dringendes Bedürfnis war Ks ıst anzu 
nehmen. dab aus diesem Studiengang I 


l.aufe der Zeit auch gveignele Hochschullehrer 
der Mathematik für Ingenieure hervorgehen 


werden: bis dahın aber sollten diese sıch bi 
reit halten, selbst ın die Lücke einzuspringen 


I/U 


NACHRICHTEN 


Walter Kretschmer +. Am 22. September 
verstarb in jungen Jahren Hr. Dr.-Ing. Wal- 
ter Kretschmer. der Vorsitzende des Aus 
schusses Tür graphische Rechenverfahren beim 
Keichskuralorium für Wirtschaftlichkeit Fr 
war am 22. Februar 1897 zu Berlin seboren 
und halte an der Technischen Hochschule 
Charlottenburg Schiffsmaschinenbau studiert. 
Während des Krieges war er bei einer Feld 
Iliegerabteilung tätıe. dann 1920 bis 1921 Assı 
stent am Lehrstuhl für technische Mechanik 
von Prof. Weber in Charlottenburs. schließ- 
lich seit Anfang 1925 Lehrer für theoretische 
"ächer an der Beuthschule. In seinen ersten 
wissenschaftlichen Arbeiten beschäftiste sich 
hreischmer mit dem Problem der Schwin 
gungen von Dampflurbinenwellen. namentlich 
mit Rücksicht auf die beim Sehiffbau auftre 
tenden Schwierigkeiten. Später wandte er sich 
last ausschließlich den Aufsaben der Nomo 
sraphie zu. über deren Anwendungen auf ver 
schiedene technische (rebiete er mehrere \r 
beiten veröffentlichte U.a. nahm er auch in 
unserer Zeilschrift hierzu das Wort!), Kin 
persönlicher Milarbeiter des Verstorbenen schil 
dert ıhn als einen Mann von seltener Be 
scheidenheilt und Anspruchslosigkeit: bei Mei- 
nungsverschiedenheiten suchte er in hochher 
zigster Weise den Standpunkt der Gegenpartei 
zu begreifen und ihm gerecht zu werden. Er 
besab ausgesprochenes Lehr- und Vortrags 
talent. hohes Pflichtgefühl und Strenge gegen 


I) Diese Zeitsehrift Bd. 5 (1925). S. 182 bis 184. 


sıch selbst Khrendes Gedenken ist dem Iruh 


Verstorbenen bei allen. die ihn gekannt haben 


—_ 


sicher. >81 


Gesellschaft für angewandte Mathematik 
und Mechanik. Bericht über die dritte 
Jahresversammlung in Danzig am 14. und 
15. September 1925. Gemeinsam mit den 
Tagungen der Deulschen Mathematiker-Vervini 
sung, der Deutschen Physikalischen Gesell 
schalt und der Deutschen Gesellschaft Tur tech 
nische Physik fand die diesjährige Jahresvei 
sammlung in Danzig statt. Obwohl dev besuch 
und die Zahl der angemeldeten Vorträge der 
weiten Entfernung wegen geringer war als ın 
[rüheren Jahren. hat namentlich die lebhafte 
und eingehende Aussprache zu den einzelnen 
Vorträgen das starke Interesse der Mitgliedei 
an dem Gebolenen erwiesen Die wissenschaft 
lichen Silzungen waren von elwa 40 bis „0 
Teilnehmern besucht leider mußten die Voı 
Iräge von NR \\ehmke-Stlutlsart und W 
Ilort-Berlin ausfallen. da die Vorltragenden 
verhindert waren. nach Danzie zu kommen 
dagegen hat nachträslich Hr. E. Trefftz 
Dresden einen Vortrag übernommen 

Die gesellschaftlichen Veranstaltungen, die 
den Sitzungstagen vorangıngen, fanden gemein 
sam mit den vorher senannten Vereinigungen 
statt Wir geben im Folgenden «ine kurze 
Aufzählung der Vorlräge und der Diskussions 
redner sowie einen Berichl über die Beschlusse 
der Geschäflsversammlung Kıne auszugsweise 
Wiedergabe sämtlicher Vorträge wird im nach 
sten Heft erscheinen 
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Erste Sitzung 

Montag, den 14. September, vorm 
Vorsitzender: Hr. Schilling-Danzig 

I. E. Trefftz-Dresden: Ueber die Stabilitäts- 
bestimmung periodischer Vorgänge Aus- 
sprache: Hamel, v. Mises, Reißner 

2. H. Reißner-Charlottenburg: Energiekri 
terien der Knicksicherheil Aussprache 
Noether, Hamel, Trefftz, v. Mises, 
Pfeiffer 

3. F. Schleiıcher-Karlsruh« Die Knergie- 
srenze der Elastizität (Plastizitätsbedingung 

\ussprache: v. Mises, v. Sanden, 

heibner, Tımpe 

I. F.Wolf-Danzig: Ueber eine Melhode zur an- 
oenäherten numerischen Lösung des zweiten 
Kandwertproblems der harmonischen Difte- 
renlialgleichung Aussprache: Pfeiffer, 
Trefitz, v. Mises 


Z/weile Sılzung. 

Montag, den 14. September, nachm. 
Vorsitzender: Hr. Reißner-tCharlottenburg 

l.W. Spannhake-Karlsruhe: Anwendung 
der konformen Abbildung in der Turbinen 
Iheorie Aussprache Trefftz, Noe 
Iher, Lorenz, v. Mises, Föltinger 
"lugel 

2.11. Krey-Berlin: Ueber die Grenzen der 
Uebertragbarkeit der Versuchsergebnisse und 
\Modellähnlichkeit bei praktischen Flußbau 


b, 


versuchen Aussprache: Lorenz, Föl- 
tinger v. Miıses, Reißner 

> # “.ısner- Berlin Druckmessungen an 
umstromten Zylindern Aussprache 


Nopf, v. Mises, Föllinger. 


(G(Geschällssitzung 

Montag, den 14. September, nachm. 
Vorsitzender: Hr. Reißner- Charlottenburg 

IIr. Reißner eröffnet die Sitzung in Ver 
Irelung des am Erscheinen verhinderten ersten 
Vorsilzenden, Hrn. Prandt] Kr widmet 
einige Worte der Erinnerung den im abgelaufe- 
nen Jahr verstorbenen Mitgliedern F. Klein, 
Il. Müller-Breslau und W. Birnbaum 
Nach dem Bericht des Geschäftsführers hal 
sich die Mitgliederzahl gegenüber dem Stand 
vom 1. Oktober 1921 durch 16 Neueintritte 
oevenuber 3 Todesfällen und 3 Ausflritten um 
Id auf 195 erhöht Der Kassenabschluß zum 
i. Oktober 1924 mit einem Saldoüberschuß von 
13,11 M ist von den Kassenprüfern Hrn. Eis 


ner und Trefftz genehmigt worden, worüber 
ddas Protokoll vorliegt. Im laufenden Geschäfls- 
jahr betrugen die Einnahmen bisher 520,30 M, 
einschließlich des Saldos vom Vorjahre, die 
Ausgaben 269.75 M. so daß ein Kassenbestand 
von 250.55 M sich ergibt. Nach Beschluß des 
Vorstandsrates soll für dieses Jahr ein auslühr 
licher Geschäftsbericht, der auch den Kassen- 
abschluß für das am 30. September zu Ende 
sehende Geschäftsjahr enthalten wird, in Druck 
gelegt und allen Mitgliedern zugestellt werden 
Ueber die Dresdener Versammlung im März ist 
den Mitgliedern ein ausführlicher Vortrags- 
bericht zugegangen!). 

Der Jahresbeitrag für das kommende Ge- 
schäflsjahr wird gemäß dem Antrag des Vor 
slandsrats auf 2M für Einzelmitglieder fest- 
veselzt 

Bei der Jahrhunderlfeier der Technischen 
Hochschule in Karlsruhe wird die Gesellschaft 
durch Hrn. Trefftz-Dresden vertreten sein. 

Nach längerer Aussprache wird im Sinne 
des Vorschlags des Vorstandsrates beschlossen, 
die nächste Jahresversammlung im Rahmen 
des 2. Internationalen Kongresses für Mechanik 
in Zürich abzuhalten und von einer Zwischen- 
lagung abzusehen. 

Der Vorsitzende teilt mit. daß die Mitglieder 
des wissenschaftlichen Beirats Emde. Knob- 
lauch und Trefftz durch das Los zum 
Ausscheiden bestimmt worden sind Kr dankt 
den Ausscheidenden, die satzungsgemäb nicht 
wieder wählbar sind, für ihre wertvolle Mit- 
arbeit. Die Versammlung wählt durch Zuruf 
als neue Mitglieder des Beirats die Herren 
H. Lorenz-Danzig und E. Meißner-Zürich 
/u Kassenprüfern werden gewählt die Herren 
Kisner und Schwerin, beide in Berlin 


Dritte Sitzung 
Dienstag, den 15. September, vorm 
semeinsam mit der Deutschen Gesellschaft 
für technische Physik 
Vorsitzender: Hr. v. Mises-Berlin 
1. H. Lorenz-Danzig: Das Problem der Tur 


bulenz Aussprache: Krey, Flügel, 
Hopf, v. Mises. 

=. Föttinger-Charloltenburg lortbil- 
dung des Turbinenprinzips Aussprache 
l.orenz 971 


I) verel. Bd. 5 (1925). S. 125 bis 149 und 
S, 179. 


Berichtieung 


zu dem Aufsatz »Zur Berechnung der Luftröhrchenkühler« Heft 4, S. 2953 bis 314. 


Seite 297 (Gl. 15). Die obere Grenze des Interrals soll heißen: 


k F? 
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xl 


Seite 312 (4. Zeile) ist die Reihenfolge der Zahlen 


>05 98T 05 


2 F? 


statt Es, 
I 


m A 


vertauscht: es soll heißen: 


- 


statt 05 07 0,85. Richter. 


(Redaktionsschluß 3. Oktober_1925.) 
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